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02 : Produit scalaire I

|. Produit scalaire

1. Norme d’un vecteur

Définition

On donne un vecteur u du plan et deux points A et B tels u=AB.
La norme du vecteur U, notée ||ﬁ|| est la distance AB.

Propriété

Dans un repére orthonormé (O;T,]),si G(X] etsi A(X,;Y,) €t B(Xg;Ys), alors

y

lull = /%% + y® et AB :\/(XB _xA)2 +(Vs _yA)2

Exemple

lol— 22+ (~3)" ~va+8 Vi3
AB = (7—4) +(~1+5) =3 +4* =\/9+16 =25 =5

On donne ﬁ[ Zgj et A(4;-5) et B(7;-1).

Exercice 1

Dans un repére orthonormé (O, I, J)on donne A(-1;,-1), B(-2;3) et C(3;0).

1. Calculer AB, AC et BC.
2. Quelle est la nature de triangle ABC.

2. Définition du produit scalaire

Définition

Le produit scalaire des vecteurs u et v est le nombre réel, noté u.v défini de la maniére
suivante :

e Siuouvestnul, uv=0.
e Siu etV nesont pas nuls, G.\7=||ﬁ||x||\7||><cos(ﬁ,\7).

En posant U= AB et v=AC : E.E=ABXACXCOS(BAC).
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Remargque

u.v se lit; « u scalaire v »
Exemple

Ondonne AB=2 , AC=3 et ABC =30°.

30°
A 5 B

AB.AC = ABx AC xcos( BAC ) = 2x3xcos(30) =313

Cas particulier des vecteurs colinéaires

Si u et v sont des vecteurs colinéaires non nuls, alors :

. {”ﬁ”xn\?” si U et v sont de méme sens

—lul<[Vl si u et v sont de sens contraire

Exemple

Les points A, B et C sont alignés tels que AB=3 et BC =2.
A 3 B , C

On aalors :
AB.AC = ABx AC =3x5=15 BABC =—BAxBC =-3x2=6

Propriété
Le produit scalaire est symétrique.

Pour tous vecteurs U et v,ona uv=vu

3. Projection orthogonale et produit scalaire

Propriété
Pour tous points A, B et C distincts du plan, on a:
—.—. .. |ABxAH si AB et AH sont de méme sens
AB.AC = AB.AH = .

—ABx AH si AB et AH sont de sens contraire
Ou H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
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Démonstration

Ona AB.AC = ABx AC xcos(BAC)
H est le projeté orthogonal de C sur la droite ( AB).
Ona: AB.AC = ABx AC xcos(BAC)

2 cas se présentent :

18" cas : AB et AH sont dans le méme sens | 1°" cas : AB et AH sont de sens contraire
C C.
'.| ""‘—-l:lr-\ A B
P ™ B
i cos(BAC):cos(180— HAC):—cos(HAC)
cos(BAC) = cos(HAC) AH
AH Or cos(HAC) :A_C
or cos(HAC):— S .
AC AH Donc AB.AC = ABx AC x(—ﬁ]
Donc AB.AC =ABx ACx—— o
. KAC Donc AB.AC = —ABx AH
Donc AB.AC = ABx AH

Remarques

e 2 angles supplémentaires (somme égale a 180°) ont des cosinus opposes
e Dans le cas général, pour calculer AB.CD, on peut projeter les points C et D sur la
droite (AB). Onaalors AB.CD = AB.HK

c/
/Q/KD/B/
H

A
On peut aussi projeter les points A et B sur la droite (CD) :

Exercice 2

On considere un rectangle ABCD de centre O tel que AB=6 et AD =4.
Calculer les produits scalaires suivants.

A E B
1. AD.BC . ABCD . AB.AO =
4. DO.BC . ABCB . CAAB O
D C
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4. Orthogonalité

Définition

On dit que deux vecteurs non nuls u=AB et v=CD, sont orthogonaux lorsque les droites
(AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

Propriété

Pour tous vecteurs u et v du plan :
u et v sont orthogonaux si, et seulement si u.v =0

Exercice 3

ABC est un triangle isocele en A tel que AB=3 et BC =4.
O est le milieu de [BC].

1. Calculer BABC.
2. | est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) . Calculer BI.

Exercice 4
Soit ABCD un parallélogramme tel que AB=4, AD =5 et BAD = %

Calculer : AB.AD : AB.DC et CB.DC.

Exercice 5

1. 0ndonne lull=2, [Vl=5 et (ﬁ,\?):%. Calculer u.v.

2. On donne ||G||=3, ||§||:4 etuv=7. Calculer I’angle (l],\?)

I1. Propriété du produit scalaire

1. Produit scalaire et normes

Propriété : Formules de polarisation

Pour tous vecteurs U et v, ona:

~—~ 1~ - - -
u.v:§[||u+vn2_nunz_nvnﬂ

:%[Ilallz+||v||2—||a-0||2]
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Exemple

Soit un triangle ABC tel que AB=2, AC=5 et BC=4.

S ) [ Y T R —" )
AB.BC:—U‘AMBC —|laBl —||BC||}

2 AC
E.B—Czl[ACZ—ABZ—BCZJ

2
ﬁ.ﬁ=1[5z—22—42]=§

2 2

Remarqgue

Si les vecteurs ont la méme origine, on utilise la formule avec la soustraction.

Exercice 6
Soit ABC un triangle tel que AB=3, AC =5 et BC =6.

1. Calculer AB.AC .
2. En déduire I’angle (@,?C)au degré prés.

2. Produit scalaire en repére orthonormé

Propriété
~(X (X'
Dans un repére orthonormé, pour tous vecteurs u( ] et v( j ,ona:
y y
UV = XX+ yy'
Exercice 7

Dans un repere orthonormé (O, 1,J)on donne A(L-3), B(-2;—1) et C(5;1).

1. Calculer AB?, ABCB et AB.AC .
2. Que remarque-t-on ?

Exercice 8
Dans un repére orthonormé, on considére les points A(-1;,0), B(-2;-7), C(12;,-9) et

D(-9;-6).
Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Exercice 9
Dans un repére orthonormé, on considére les points A(2;3), B(-1-2) et C(-3;4).

1. Calculer AB, AC et AB.AC .
2. En déduire une valeur approchée de ’angle BAC arrondi au dixiéme de degré pres.
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3. Bilinéarité du produit scalaire et conséguences

Propriété

Pour tous vecteurs U, v et W et pour tout réel kon a:
G.(§+Vv):ﬁ.§+ﬁ.\7v G.(k\?): k(ﬁ.\?)
Définition

- - -2
Le produit scalaire du vecteur u par lui-méme est appelé carré scalaire de u, noté u .
-2 - = -2
onau =uu=|ul.
A —2 A" AL
De méme, AB = AB.AB = AB”.

Proprieté
(d+v) =0’ 420y 40" (U-v) =" -2ivey (Uv)(U-v)=ut Y
Exercice 8

ABCD est un parallelogramme tel que AB=4, AD =3 et BAD =60°.
Calculer AB.AC et AC.

Réponses
Calculons AB.AC . Calculons de AC. 2
A — 2 R
AB.AC:AB.(AB+AD) AC? =AC :(AB+AD)
AB.AC = AB” + AB.AD AC? = AB’ +2AB.AD + AD
E.E:AB%ABXADxcos(BAD) ACZ=42+2><4><3><%+32=37
E.A—C=42+4x3x%:22 Donc AC =+/37

Exercice 9

ABCD est le trapéze rectangle ci-dessous tel que : AB=5, AD=2 et CD =3.
D 3 C

A 5 B

Calculer le produit scalaire AC.DB.
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Exercice 10

On considere un triangle ABC tel que AB=2, AC =5 et BAC =30°

1. Calculer le produit scolaire AB.AC .

2. Soit H le projeteé orthogonal de C sur la droite (AB) . En calculant le produit scalaire
AB.AC d'une autre maniére, déterminer la longueur AH.

3. En remarquant que BC = AC — AB, calculer BC’ puis la longueur BC.
4. En notant que BC = BA+ AC, calculer BABC.

111. Calcul de longueurs et d’angles

1. Transformation de I’expression MAMB

Propriété

Soit A et B deux points du plan, et I le milieu du segment [ AB].

Pour tout point M du plan, on a: MAMB = MI? —%AB2

M

Démonstration
W.W:(W+ﬁ).(W+E§):WZ MI.IB + IAMI +IAIB

MAMB =MI? +ML.| [B+1A +£—1ABJ (EABJ car | le milieu du segment [AB].
) L2 A2

MAMB = MI? —%ABZ

Propriété

Soient deux points distincts A et B du plan et | le milieu du segment [AB].

L'ensemble des points M du plan tels que MA.MB =0 est le cercle de diamétre [AB].

Démonstration
MAMB =0 < MI?

_EABZZ()@ M|2:1A82@MI :EAB.
4 4 2

M est un point du cercle de diamétre [AB].
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Exercice 11

Soit A et B deux points tels que AB=6.

Chercher I'ensemble des points M vérifiant MAMB =Kk :
Pour k=0 Pour k=7 Pour k =-9 Pour k =-12

2. Formules d’Al-Kashi

Propriété

Soit ABC un triangle. On pose AB=c, AC=b et "
BC=a. Onaalors:

a’?=b%*+c?>-2bccosA h
b* =a*+c? —2accosB "
c®=a’+b*-2abcosC E

Démonstration

a’=BC2=BC’ =(§A+E)2 =(E—N3’)2 _ AC2—2AC.AB + AB2
a’?=AC?+ AB?-2AC x AB xcos BAC

a’=b%+c®>-2bccosA

Remarqgue

Ce théoréme permet de calculer les angles dans un triangle quand on connait les trois cotés.

Exemple

Soit ABC tel que AB=4, AC=3 et BAC=70°

c=4
Calculons BC Calculons B
BC? =a’ =b” +¢* —2bccos BAC b? = a? +c2 — 2accos B
BC?2=22+4%-2x2x4c0s70 a2 +c? —p?
BC =38 cosB=—— B = 29,5°

2ac
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Exercice 12
Soit IJK un triangle tel que 1IJ =5cm, JK =6cmet IK =8cm.

Calculer les angles du triangle 1JK. On arrondira les résultats a 107 pres.

Exercice 13

ABC est un triangle tel que : AB=5, AC =7et AB.AC=25.

1. Calculer I’angle A. En déduire BC.

2. En déduire la mesure des angles B et C. On arrondira au dixiéme de degré.
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