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04 : Probabilités conditionnelles I

I. Probabilités conditionnelles

On considere une expérience aléatoire, d'univers associé €, muni d'une loi de probabilité P.

1. Réalisation d’un événement sous condition

Définition

Soient A et B deux événements de Q avec P(A) #0.

On note PA(B) la probabilité que I'événement B se réalise sachant que I'événement A est
réalisé. Ona:
B P(Am B)

PA( )_ P(A)

Remargues

e P,(B) selit « probabilité conditionnelle de B sachant A ».

e P(A)=1

e Si la probabilité conditionnelle PA(B) est connue, la probabilité de I'événement
AN B peut étre calculée avec la formule : P(AnB)=P(A)xP,(B)

Exemple

Le tableau ci-dessous donne le nombre d’éléves recus ou non au baccalauréat dans une classe
de terminale.

Recu | Non recu | Total
Filles 18 1 19
Garcons 13 3 16
Total 31 4 35

e La probabilité que I’éléve soit recu sachant que 1’éleve est une fille :

P(FNR) 18
P (R)= w BTY
e La probabilité que 1’¢leéve soit une fille sachant que I’¢éléve est recu :
P(FNR) 18
PR (F) = % =—.
) 31
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Application 1
On demande a un échantillon de clients d'un fournisseur de téléphonie si, en cas de
probleme, ils préféerent contacter le service aprés-vente (SAV) par téléphone ou s'ils
préférent se rendre directement en boutique. Les résultats sont résumés dans le tableau ci-
dessous.

+18ans | -18 ans Total

En boutique 110 36 146
Par téléphone 40 64 104
Total 150 100 250

On choisit, au hasard, un client de I'échantillon.
1. Déterminer la probabilité des événements suivants :
A «le client est un adulte de 18 ans ou plus » ; B « le client préfére se rendre en boutique ».

2. Sachant que le client choisi préféere se rendre en boutique, quelle est la probabilité que ce
client soit un adulte ?

3. Le client choisi est un adolescent de moins de 18 ans, calculer la probabilité qu'il préfére
contacter le SAV par teléphone.

2. Arbre pondéré et probabilités conditionnelles

Régles

De nombreuses situations peuvent étre modélisées par des arbres a deux niveaux comme
celui ci-dessous ou A et B sont deux événements de Q.

PA(B .
A<
PiA PAB g
A
Pa(B 5
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Les probabilités au 1°" niveau sont des probabilités simples.

Les probabilités au 2°™ niveau sont des probabilités conditionnelles.

Le chemin complet A suivi de B représente I'evénement ANB .

La somme des probabilités sur les branches de méme origine est égale a I.

Propriété

La probabilité d'un chemin complet est égale au produit des probabilités inscrites sur chaque
branche du chemin : c'est le principe multiplicatif.

Ainsi P(ANB)=P(A)xP,(B)

Application 2
Pour des raisons sanitaires, une municipalité a recense les chiens du village.
e 80% sont traités contre les puces ;
e 30 % des chiens traités contre les puces ont des puces ;
e 5% des chiens non traités contre les puces n'ont pas de puces.

Dans la liste des chiens de ce village, on en choisit un au hasard et on note :
T I'événement : « Le chien est traité contre les puces ;
P I'tvénement : « Le chien a des puces ».

1. Construire un arbre pondéré illustrant la situation.
2. Calculer P (5) et P(fmﬁ) :

3. Calculer la probabilité que le chien soit traité et n’ait pas de puce.
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I1. Formule des probabilités totales

1. Partition de univers

Définition

Les événements A, A,,..., A dununivers Q, de probabilités non nulles, forment une
partition de l'univers lorsqu'ils sont deux a deux incompatibleset A UA, U...UA =Q.

Q

Remargue

On dit que deux événements A et B sont incompatibles ou disjoints lorsqu'ona ANB=.

Propriété

Soit A un événement d'un univers Q de probabilité non nulle et A son événement
complémentaire (ou événement contraire).

Les événements A et A forment une partition de l'univers Q.

2. Formule des probabilités totales

Propriété

Soient A, A, ..., A, une partition de I’univers Q.

Pour tout événement B de l'univers Q, on a la formule suivante, appelée formule des
probabilités totales :

P(B)=P(ANB)+P(A,NB)+..+P(A NB)

Q
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Conséguences

e Pour tous événements A et B avec P(A)=0, P(ANB)=P(A)xP,(B).
La formule des probabilités totales peut donc s'écrire sous la forme

P(B)=P(A)x PAl(B)+ P(A)x Py, (B)+..+P(A)x Py, (B).

e CommeAet A estune partition, ona P(B)=P(ANB)+ P(Km B).

Application 3

Lors d’une épidémie chez des bovins, on s’est apercu que si la maladie est diagnostiquée
suffisamment tot chez un animal, on peut le guérir, sinon la maladie est mortelle.
Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d’animaux dont 2 % est porteur de la
maladie. On obtient les résultats suivants :

e Siunanimal est porteur de la maladie, le test est positif dans 85 % des cas ;

e Siunanimal est sain, le test est négatif dans 95 % des cas.
On note :

e M I’événement « Etre porteur de la maladie »
e T I’événement « Avoir un test positif ».

1. Faire un arbre de probabiliteé.
2. Un animal est choisi au hasard. Quelle est la probabilité que son test soit positif ?

3. Si le test du bovin est positif, quelle est la probabilité qu’il soit malade ?
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I11. Indépendance en probabilité

1. Evénements indépendants

Soient A et B deux événements de probabilités non nulles.

Définition

On dit que A et B sont indépendants lorsque P(AnB)=P(A)xP(B).

Remargue

Deux événements sont indépendants lorsque 1’un n’influence pas I’autre.

Propriété

A et B sont indépendants ssi P, (B)=P(B) ou bien P, (A)=P(A).

Démonstration

A et B sont indépendants donc P(ANB)=P(A)xP(B).
PA(B): P(PA;(;)B) = P(AF?(X:;(B) = P(B)'

Application 4
Lorsqu’un basketteur tire en match, il y a 53 % de chance que ce soit un tir a 2 points et 47
% que ce soit un tir a 3 points. De plus, quand il tire & 2 points, son pourcentage de réussite
est de 51,5 % contre 43,5 % a 3 points.
Lorsque le basketteur tire en match, on considere les événements suivants :
D : « Il tire a 2 points » ;
M : « Il marque ».
1. Construire un arbre pondéré représentant la situation.

2. Calculer la probabilité qu’il tire a 3 points et qu’il marque.
3. Déterminer la probabilité qu’il marque.

4. Les événements D et M sont-ils indépendants ?

5. Le basketteur n’a pas marqué. Quelle est la probabilité qu’il ait tiré a 2 points ?
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Propriété

Si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants.

Démonstration

Ona: P(A)=P(ANB)+P(ANB).

Onen déduit: P(ANB)=P(A)-P(ANB).

A et B étant indépendants, ona: P(ANB)=P(A)xP(B).
Dot : P(ANB)=P(A)-P(A)xP(B).
P(ANB)=P(A)[1-P(B)].

P(ANB)=P(A)xP(B)

Ainsi par définition A et B sont indépendants.

Premiere
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2. Epreuves indépendantes

Définition

En réalisant successivement deux expériences aléatoires telles que les événements associés a
la premiére soient indépendants des événements associés a la seconde, on dit que l'on réalise
une succession de deux épreuves indépendantes.

Remargue

On peut représenter la situation par un arbre de probabilité, la seconde partie de 1’arbre ne
dépendant pas de la premiére partie ou bien un tableau a double entrées.

Application 5
Sur un trajet, il y a deux feux tricolores qui ne sont pas synchronises.
Quand on s'y présente, la probabilité que le premier feu soit vert est 0,45 et la probabilité que
le deuxieme feu soit vert est 0,4.
1. Pourquoi peut-on penser que les deux épreuves (ou expériences aléatoires) consistant a se
présenter au premier feu et regarder s'il est vert ou non et a se présenter au deuxieme feu et
regarder s'il est vert ou non sont indépendantes ?

2. On considere que ces deux épreuves sont en effet indépendantes. Représenter cette
succession de deux épreuves indépendantes par un arbre ou un tableau a double entrée.
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