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05 : Fonctions dérivées I

|. Fonction dérivée

1. Fonction dérivée sur un intervalle

Définition
On dit que f est dérivable sur I’intervalle 1, si elle est dérivable en tout réel a de I.

dérivée de f. On la note f '.

La fonction qui, a chaque réel x de I, associe le nombre dérivé f (x) est appelée fonction

2. Dérivées de fonctions usuelles

Fonction f Fonction dérivée f'
f (x)=k (Constante) f'(x)=0
f(X)=mx+p f'(x)=m
f(x)=x2 f(x)=2x
f(x)=x" (n>1) f'(x)=nx""
()= (0=
f ()= (x)= 57

Démonstration

Démontrer la formule pour la fonction constante, la fonction affine, la fonction carrée, la

fonction inverse et la fonction racine carrée.
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I1. Opérations sur les fonctions dérivées

1. Dérivée d’une somme

Théoreme

Soit u et v sont deux fonctions dérivables sur .
La fonction u+v est dérivable sur |, et on a :(u +v)' =u'+Vv'

Exemple
1 1
f(x)=x*+=,alors f'(x)=2x—=.
e 1(0=x 2 alors £(x)=2x- L
1
o f(x)=+x—x% alors f'(x)=—=-3x%°.
()= (=5
2. Dérivée d’un produit
Théoréeme

Soit u et v sont deux fonctions dérivables sur I, et k un réel.
Les fonctions uv et ku sont dérivablessur I, etona:

(ku)'=ku' et (uv)'=u'v+v'u
Exemple
1 3 3 2 ' 2
. f(x)zéx -5 X —5x+1, alors f'(x)=x*-3x-5

o f (x):(x2 +x)(x3—x), alors :

. f(x)zx\&,alors:

f'(X)=lX\/;+2\]);><X f'(x):\/;Jr% f'(X)=\&+g
f'(x):%

f'(x) =(2x+1)(x3 —x)+(3x2 —1)(x2 + x) f'(x)=5x*+4x* -3x* - 2x
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Démonstration au programme pour le produit

(uv)(a+h)—(uv)(a) _ u(a+h)v(a+h)—u(a)-v(a)
h h
_u(a+h)v(a+h)-u(a)v(a)+u(a+h)v(a)-u(a+h)v(a)

- h
[u(a+h)-u(a)]v(a)+u(a+h)[v(a+h)-v(a)]
h

v(a+h)-v(a)
h

u(a+h)

Comme u et v sont dérivables en a, on a alors :
Iimu(a+h)—u(a) _u(a) et Iimv(a+h)—v(a) _v(a)
h—0 h h—0 h

On a également Liggu(a+ h)=u(a)

(uv)(a+h)—(uv)(a)

Doncona: ngol : =u'(a)v(a)+v'(a)u(a)

Donc la fonction uv est dérivable estona: (uv)'=u'v+v'u

3. Dérivée de P’inverse et d’un quotient

Théoréme
Soit u et v sont deux fonctions derivables sur I, telle que v ne s’annule pas sur I.
Les fonctions % et % sont dérivables sur I, eton a :
g o (2o
v) VP v)
Exemple
1 -2
o = ,alors f'(x)=
( ) 2% +1 ( ) (2X+1)2
-3 1 —2X 6X
e f(x)= =-3x ,alors: f'(x)=-3 =
( ) X2 +1 X2 +l ( ) (X2 +1)2 (X2+1)2
2x+1 , 2(3x—-95)-3(2x+1 -13
T T e ) R A T
3x—5 (3x—5) (3x—5)
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4. Composée de dérivée

Théoréme

Soit f est une fonction dérivable sur I, et a et b deux réels.
La fonction f (ax+b) est dérivable sur I, etona:

[ f(ax+b)]'=af '(ax+b)

Exemple

o f(x)=\/3x—1,alorsf'(x)=3>< 1 = 3
24/3x-1 243x-1
2 1

o f(x)=+v2x+3,alors: f'(x)

T 2J2x+t3  V2x+3

Exercice 1
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
1 x*—1 5X .
f(x)=——— X)= h(x)= i(X)=+4x+3
() 3x% +1 9(x) x? +1 (x) 4x -2 (x)

Premiére Page 4 sur 8



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

I1. Variations de fonctions

1. Signe et sens de variation

Théoréme

e Si f'(x)>0,alors fest croissante sur I.
e Si f'(x)<0,alors f est décroissante sur I.

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle 1.

Application 1

1. Calculer la fonction dérivée de f.
2. Déterminer le signe de f '(x) en fonction de x.

3. Dresser le tableau de variations de f.

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=2x*-12x+1.

Application 2

Dresser le tableau de variations de f.

Soit la fonction f définie sur R par f (x):%x?*+%x2 —2x-1.
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2. Extremum d'une fonction

Théoréme

Soit une fonction f deéfinie et dérivable sur un intervalle I.
Si la dérivée f' de fsannule et change de signe en un réel ¢ de | alors f admet un extremum
en Xx=c.

e Maximum: +0 —

e Minimum: -0+

Application 3

Montrer que la fonction f définie sur ]0;+oo[ par f(x)= X+ admet un minimum que I’on
X

précisera.
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3. Position relative de deux courbes

Pour étudier la position relative entre 2 courbes C, et C, il suffit d’étudier le signe de la
différence f(x)—g(x).

Application 4
Soit f et g 2 fonctions définies sur [-1;+oo] par f(x)=3x>—x*+x+5 et

g(x)=x"+2x*+Xx.

Etudier la position relative entre C, et C,.
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