Interrogation de mathématiques n°1
Correction

Exercice 1
Initialisation

1 .
Pour n=0, u,=——=1 donc vrai.

0+1
Hérédité
Supposons qu’il existe un entier naturel 7 tel que u = 0
n+
1 1
montrons que u_, = =
" on+1+1 n+2
Onau =
" on+l
1 1 1
Donc y —=—tn __n+l _ n+l _ n+l_ 1 X”"'l: 1 .
w41 1 | 1 +n+1 n+2 n+l n+2 n+2
n+1 n+l n+l1 n+l1
Conclusion

u =——,pour tout n€N.
n+l

n

Exercice 2 — Polynésie Juin 21
On considere la suite (#) définie par up = 10000 et pour tout entier naturel n :

Upe1 =0,95u, +200.

1. « ©; =0,95x 1y +200 =0,95 x 10000 + 200 = 9500 + 200 = 9700.
e U =0,95x uy +200=0,95x9700+200 =9215+ 200 =9415.

2. a. Ondémontre par récurrence, que pour tout entier naturel »n : u, >4000.
Initialisation: up = 10000 > 4000 : I'inégalité est vraie au rang 0;
Hérédité : supposons que pour n € N, on ait u, > 4000, alors par produit par
0,95>0, ona0,95u, > 0,95 x 4000, soit :
0,95un, > 3800, et en ajoutant 200 a chaque membre :
0,95u, + 200 > 3800 + 200, c’est-a-dire u,+1 > 4000 : la relation est vraie au rang
n+1.
Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N, elle est
vraie au rang n + 1 : d’apres le principe de récurrence u, > 4000 quel que soit le
naturel n.

b. On sait que si la suite est décroissante et minorée par 4000, elle converge vers

une limite ¢, avec £ = 4000.

3. a. Pourn=0,onavy=uy—4000=10000-4000 =6000.
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4.

b. Au choix:
Méthode 1 :pour neN,ona:

3800
Vps1 = Upsy — 4000 = 0,951, + 200 — 4000 = 0,95u, — 3800 = 0,95(u,, - m)

0,95 (14, —4000) = 0,950,,. ’
L'égalité v, = 0,95v, vraie quel que soit n € N montre que la suite (v,) est géo-
métrique de raison égale a 0,95.

Méthode 2 : pour n €N, on avu que u, >4000, donc v, = u, —4000 > 0.
Vns1 _ Ups1—4000  0,95u, +200-4000

On peut donc calculer : =
0,95u, —3800 0,951, —3800 _ 0,95(u,~342) 0,95 (u, —4000) _ 0.95
Up—4000 ~  wu,—-4000 4n—4000 T 4 4000

Cette égalité vraie pour tout naturel n, montre que la suite (v,) est géométrique
de raison égale a 0,95.
c. D’apres le résultat précédent, on sait que que pour tout n € N,
vp =19 x0,95" =6000 x 0,95".
Or v, = u, —4000 < u, = v, +4000 =6000 x 0,95" +4000.
d. Comme 0 < 0,95 < 1, on sait que lim 0,95" =0, donc lim 6000 x 0,95" = 0,
n—+oc n—+o0o

d’out nliIP un =4000 (par somme de limites).
—+00

u, est égal au nombre d'individus de I'’espéce animale au rang n; d’apres le résultat
précédent ce nombre va diminuer et se rapprocher de 4 000 soit moins de la moitié de
la population initiale : le responsable a raison.

Exercice 3 — Sujet 1

. . 3 1
La suite (u,) est définie sur N par 1, = 1 et pour tout n, Uy, = 2 Uy + i n+1.

1

3 1 3
. Pourn=0, u = =—Uy+-x0+1==x1+1=—,
1= Up+1 2 0 2 2

3 1 7 1 41
Pourn=1,u1=u1+1=Zu1+le+l=2x4—+4—+lzﬁ.
A B

1 n Un
Lextrait, reproduit ci-contre, d'une feuille de 2 0 1
calcul réalisée avec un tableur présente les va- 3 1 1,75
leurs des premiers termes de la suite (un). 4 2 2,5625

5 3 3,421875

6 4 4,316 406 25

2.

a. Laformule, étirée ensuite vers le bas, que I'on peut écrire dans la cellule B3 de la feuille
de calcul pour obtenir les termes successifs de (u,) dans la colonne B est :

=3/4*B2+1/4*A2 +1.

b. La suite (u,) semble croissante.
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3. a. Soit @, lapropriété: n< up <n+1.

* Initialisation
Pour n=0, up =1et0 <1< 1donc 2 est vraie.
e Hérédité
On suppose 22, vraie, c'est-a-dire: n < u, < n+1 (hypotheése de récurrence).

3 3 3
n<uUp<n+l < anzu,,gz(n+l)

3

3 1 3 1
<> -n+-n<-up+-n<-(n+1)+-n
4 4 4 4 4 4

—> n<%u,,+%nsn+%
> n+l<%u,,+%n+l<n+%+l > n+1<u,,+1<n+£

doncn+1<uy <n+2.

On a démontré que la propriété était vraie aurang n + 1.

¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n = 0; d’apres le
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n = 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,ona: n< u, < n+1.
b. D’apres la question précédente :

e Pourtoutn, n<up<n+ldoncn+1< uy+1 < n+2donc

n< up<n+l< ups < n+2dotiontire u, < up4+ ce qui démontre que la suite
(up) est croissante.

e Pourtout n, n < u,;or lim n=+oodonc, par comparaison, lim u, = +oo.
n—+oo n—+oo

u n+l oo
c. Pourtout n, n < u, < n+1doncpourtoutn>0,ona:1< 2 < —— C'est-a-dire :
n n

u 1
1€ 2 <1+~
n n

1 1
lim —=0donc lim 1+—=1
n—+oo n n—+o0o0 n
u
Donc, d'aprés le théoréme des gendarmes : nlim —=1.

—+00 n

4. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, —n

a. Pour tout n,Un=Upn—n donc Up=Unp+N.

3 1 3 3 3 3 3 3
Uptl1 = Ups—(n+1) = Zu,,+;n+l—n—l=Z(v,,+n)—zn= ZU"+Zn_Zn=ZU"
Vg=Upg—0=1

3
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 1 et de premier terme vy = 1.

n
b. On en déduit que, pour tout n, v, = vy x g" = (Z) .

3 n
Comme u, =v,+n,onau,= (z) +n.
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