elbazsebastien.yolasite.com lycée GSBE

Correction BB3

Exercice 1 5 points

Partie | : Etude d'une fonction auxiliaire

1. On détermine les limites de g en +ocoet 0.

xl_iﬂ"ggln{x) =400 ]

xEerZx— 2=+00 } = xllr-ll—‘loog(X) =+
dlri_rbrtl}ln(x] = -0

x>0 = lim g(x) = —oo
chli‘]ll)Zx—z:—2 } =

; . 1 . .
2. La fonction g est dérivable sur |0 ; +ool, et g'(x) = — + 2 > 0; donc la fonction g est stricte-
X
ment croissante sur |0 ; +ool.

3. On établit le tableau des variations de la fonction g :

X 0 a +00

g(x) 0/
/

—00

+0oo

D’aprés ce tableau de variations, on peut dire que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution a sur 0 ; +col.

4. g(1)=0donca =1.
On en déduit que g(x) < 0sur]0; 1], et que g(x) >0sur]l; +ool.

Partie II : étude d’'une fonction f

1
On considere la fonction f, définie sur ]0; +oo[par: f(x) = (2 - —] [In(x) -1].
X

1. a. Onadmet que lafonction f est dérivable sur |0 ; +oco[ et on note ' sa dérivée.

Pour tout x de |0 ; +ocof, ona:
[ =

b. Sur]0; +oo|, x* > 0 donc f'(x) est du signe de g(x) qui s’annule pour x = 1.
fn= (2— %) (n(1)-1)=-1

On dresse le tableau de variations de f:

Lz)(ln(x)—l)+[2—l)[1): In()-1+2x-1 In(x)+2x-2 _ g(;c)
X x

X x2 x2 X

X 0 1 +o0
g(x) - ¢ +
f'() - 0 +

mll S
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2. f(x)=0 <= (2—§)ﬂn(x)—l)=0 — 2—§=OOu In(x)-1=0

1 1
<:>2=—ouln(x):1<=>x=50ux:e
X

1
L'équation f(x) =0 admet donc deux solutions sur ]0; +oo[ : x = 5 etx=e.

On complete le tableau de variations de f en intégrant les solutions de I'équation f(x) =0:

fx) \ 0/

On en déduit le tableau de signes de la fonction f sur]0; +ool:

X 0
f(x) +

[¢]

+00

S o~
|

e—
+

Partie Il : étude d’'une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

On admet qu'il existe une fonction F dérivable sur ]0 ; +oo[ dont la dérivée F’ est la fonction f.
Ainsi, on a: F' = f. On note 6 la courbe représentative de la fonction F dans un repére ortho-
normé (O; 1, J )

1. Par définition F' = f, donc le signe de F'(x) est celui de f(x). On en déduit les variations de
la fonction F sur ]0 ; +ool :

X 0
F'(x)=f(x) + - (‘) +

F F croissante F décroissante F croissante

s [ O[S0

2. Le coefficient directeur de la tangente en x = a a la courbe 6. représentative de F est F'(a)
soit f(a). Pour que 6 admette des tangentes paralleles a I'axe des abscisses, il faut trouver
des valeurs de x pour lesquelles F'(x) =0 c’est-a -dire f(x) =0.

D’apres les questions précédentes, on peut dire 6r admet deux tangentes paralleles a I'axe
des abscisses, en x = -21- etenx=e.
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Exercice 2 5 points

Partie A

Le détaillant réalise une étude sur ses clients. Il constate que :
— parmi les clients qui achétent un melon une semaine donnée, 90 % d’entre eux achétent un
melon la semaine suivante;
— parmiles clients qui n’achetent pas de melon une semaine donnée, 60 % d’entre eux n’achéetent
pas de melon la semaine suivante.

On choisit au hasard un client ayant acheté un melon au cours de la semaine 1 et, pour n > 1, on note
A, 'éveénement : «le client achéte un melon au cours de la semaine n ».
Onaainsi p (4;) =1.

1. a. On compléte I'arbre de probabilités relatif aux
trois premiéres semaines.

09
b. D’apres la formule des probabilités totales : / As
P(A3) = P(42 0 Ag)+ P Az A3 0P
( _ 1% A3
= P(42) x Py, (A3) + P4z x P4 (A3)
=09x%x09+0,1%x0,4=0,81+0,04 =0,85 ) (/0»\
~ ~05=""_A
c. Sachant que le client achete un melon au cours de k _\/ ’
la semaine 3, la probabilité qu'il en ait acheté un %1 A \
au cours de la semaine 2 est : 0,6 As
P (Ay) = P(Aan A3z) _ 0,9%x0,9 <095
AT TPy o8

Dans la suite, on pose pour tout entier n > 1: p, = P(Ay). On a ainsi p; = 1.

2. Onreprésente un arbre pondéré correspondant aux semaines net n+1:

pr =y

D’apres la formule des probabilités totales :

Pt = P(Ans1) = P(An Ans1) + P (A0 Ani1) = pu x 09+ (1= pu) 04 =0,5p, +0,4.
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3. a. Soit 22, la propriété : p, >0,8.
* Initialisation
On sait que p; =1 donc py > 0,8; la propriété est vraie au rang 1.
e Hérédité

Soit un entier naturel k Z 1 tel que la propriété soit vraie au rang k, c'est-a-dire pj. > 0,8.
C’est 'hypothése de récurrence.

On va démontrer que la propriété est vraie au rang k + 1.

D’apres I'hypothése de récurrence, py > 0,8 donc 0,5p; > 0,4 et donc 0,5p +0,4> 0,8
qui signifie pg; > 0,8. La propriété est donc vraie au rang k + 1.

* Conclusion
La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire pour tout k = 1; d’aprés le prin-
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout 7 > 1.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel non nul, p,, > 0,8.
b. Pourtoutn =1, ppy1 - pn=05p,+0,4-p, =0,4-0,5p,.
Or p, > 0,8 donc 0,5p, > 0,4 donc -0,5p, < —0,4 etdonc 0,4-0,5p, <0.

On en déduit que, pour tout n = 1, py+1 — pr <0 et donc que la suite (p,) est strictement
décroissante.

c. Pourtout n > 1, p,, > 0,8 donc la suite (p,) est minorée par 0,8.
On a vu aussi que la suite (p,,) était décroissante.

D’apres le théoréme de la convergence monotone, on peut déduire que la suite (p,,) est
convergente.

4. On pose pour tout entier n > 1: v, = p,, — 0,8 donc p,, = v, +0,8.
a. * Uyy1=pPns1—08=05p,+04-0,8=0,5(r,+0,8 —04=05v,+0,4-0,4=050,
s 1 =p-08=1-08=0,2
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme v = 0,2.
b. On déduit de la question précédente que, pourtout n> 1, v, = v1 x g" 1 =0,2x0,5" L,
Comme pour tout 7 > 1, p,, = v, +0,8, on en déduit que p,, = 0,8+0,2 x 0,5" L.

c. Lasuite (v,) est géométrique de raison 0,5 et —1 < 0,5 < 1 donc la suite (v;) est convergente
vers 0. Pour tout n> 0, p,, = v, +0,8 donc la suite (p;,) est convergente et a pour limite 0,8.

Partie B

1. Un matin, le vendeur recoit 20 clients. On suppose que la probabilité qu’un client achéte un
melon est 0,8.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de clients achetant un melon.

a. X suit la loi binomiale de parametre n=20 et p=0,8 car il y a répétition d’expériences

identiques et indépendantes.

b. E(X ) =np=20x0,8=16. En moyenne 16 clients sur les 20 achetent un melon.
c. P(X >10)~0,999.

P(X >1)>0,95 1-0,2">0,95 In(0,2")<In(0,05)
1-P(X =0)>0,95 -0,2">-0,05 nin(0,2) <In(0,05)
1-(1-0,8)" 20,95 0.27<0.05 In(0,05)
nz———=
In(0,2)
n>1,86

Soit au moins 2 clients.
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Exercice 3 5 points

3.

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).

4 1
Solution : ﬁ ( 0 | donc _LZ ( 0 | est un vecteur directeur de (CD), et (CD) passe
—4 -1

par C(0; 3; 2)

on obtient une représentation paramétrique de (CD) : (teR)

N <= X
Il
N W o~

2. Soit M un point de la droite (CD).
a. Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.
Solution: B(4; —1; 0). Soit ¢ le parameétre associé a M alors M(t; 3; 2—t).
Alors BM? = (r—4)? + (4)? + (2 — 1)* =21 - 12t +36 = 2(¢* — 61 + 18).
BM est minimale quand BM? I'est c’est-a-dire quand *>—6¢+18 est minimal.
On sait que tout polynome de la forme at? + bt + ¢ avec a > 0 admet un
minimum en ¢ = ~5a

ici BM sera donc minimale pour ¢ = 3 soit pour M(3; 3; —1).

-1 4
b. Solution:ﬁi 4 etC—ﬁ 0 doncﬁ-ﬁzo.
-1 —4

On en déduit que (BH) et (CD) sont perpendiculaires.

c. Solution : D’apres ce qui précéde, on a (BH) est la hauteur issue de B dans
BCD.

1 1
OnaalorsdBCD=szDxBH=5x V32 xy18=v144=12 (en u. a.).

L’aire de BCD est donc bien de 12 cm?.

a. Solution:
. -4 . 4
BC| 4 [etCD| 0 | nesontévidement pas colinéaires donc B, C et D dé-
2 —4

finissent bien un plan.

n-BC=-8+4+4=0et n-CD =8+0-8=0.

7 est donc bien normal au plan (BCD) car orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires de ce plan.
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b. Solution:

2
n (1) est normal au plan (BCD) donc (BCD) : 2x+ y+2z+d =0.
2

C(0; 3 ; 2) appartient a (BCD) donc 2x¢c + yc + 2zc +d = 0 ce qui donne
d=-7.

Finalement (BCD) : 2x+ y+2z—-7=0.

c. Solution: A est orthogonale au plan (BCD) donc elle admet n pour vecteur
directeur, on a alors

xX=2+2t
A:qy=1+t (teR)
z=4+2t

d. Solution:I est un point de (BCD) donc 2x; + y;+2z—7=0
De plus I € A donc il existe un réel ¢ tel que

2
22420 +(1+0)+24+21)-7=0 < 91t =—-6 < r:—g.
2 1 8
Onen déduitI[— D= —].
3 3 3
Remarque : on pouvait aussi simplement vérifier que les coordonnées pro-

posées correspondaient a un point de A et a un point de (BCD).

Solution : A est perpendiculaire au plan (BCD) en I et passe par A, on en déduit
que Al est la hauteur du tétraedre ABCD de base BCD.

SRR

1
VaBcp = 3" AI x ofgcp = 8 (en cm?).

Le volume du tétraédre est 8 cm?3.
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Exercice 4 5 points
Partie A
cpes 2 1 2
1. La colonne C donne les différentes valeurs de b,,. Comme pour tout n, by, 41 = 3 an+ 5 by + §Cn,

la formule a entrer dans la cellule C3 et a recopier vers le bas est :

2 1 2
=—*B2+—-%xC2+=-%D2
3 2 3

2. D’apres ce tableau, on peut dire que
¢ la probabilité que le lapin se retrouve a long terme dans la galerie A est 0,214;
¢ la probabilité que le lapin se retrouve a long terme dans la galerie B est 0,571;

¢ la probabilité que le lapin se retrouve a long terme dans la galerie C est 0,214.

Partie B

1. On définit la suite (u;), pour tout entier naturel n, par u, = a, — cy.

1 1 1 1 1. 1 1 1
a. Pourtout n, U,y = ape1 —Cpe1 = §an+Zb" - an+§cn =§an+zbn—zbn—§cn

1( ) 1
=—=\an—Cn| = —Up.
3 n n 3 n

u=a—-c=1-0=1

1
Donc la suite (u,) est géométrique de raison g = = et de premier terme ug = 1.

n 1 n
b. On déduit de la question précédente que, pour tout n, u, = up x q"* =1 x (5) = (5) ‘

4 4
2. On définit la suite (v,) par vy, = by, — Z pour tout entier naturel n; donc b, = v, + 7"

a. Les nombres a,, b, et c, représentent a I'étape n, les probabilités que le lapin se trouve
respectivement dans la galerie A, dans la galerie B ou dans la galerie C. Il n'y a pas d’autre
possibilité pour le lapin donc la somme de ces trois probabilités doit étre égale a la pro-
babilité de I'événement certain, c’est-a-dire 1 : pour tout n, a, + b, + ¢, = 1.

On en déduit que a, + ¢, =1— by,.

2 1 2 2 1 2 1 2 2 1
bn+1=gan+§bn+§cn:§(an+cn)+§bn:g(l—bn)+§bn:§—§bn+§bn
2 1
=——-=b
3 6"
S 4_(2 lb) 4_(2 4) 1(U +4)_2 12 _ 1
BTl 2"\ 8 Y 7 A8 7 6L" 7} 21 6" 21 67
b. D’apres la question précédente, on peut dire que la suite (v,) est géométrique de raison
4
= —— et de premier terme vp=by—-=0— - =——.
=78 ¥ g 7 7

4 1)\
On en déduit que pour tout n, v, = vy x g" = g (_8) ;
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4 4( 1\" o 4 4( 1\"
3. Onavuque,pourtoutn,bn:v,ﬁ;etqueunz—? =% .Onendeduntquebn:?~— el

7 6
4( l)" 3 4( l)"
|- ==+=(-=] .
7\ 6 7 7\ 6
1\" R
On avu aussi que, pour tout n, u, = a, — c, etque u, = (g) ; on en déduit que a, —c, = (5) :

On a vu précédemment que a,, + ¢, = 1 — b,.

o 4 4( 1\ 4
On endéduitque a, +cp,=1-|=—=[—-= =1—--+
7 7 6 7

On résout le systeme :

3 4( 1)" 3 4( 1)" (1)"
an+cp = —+=|—-= 2ap, = —+=-|—-=| +|=
7 7\ 6 7 7\ 6 3
1\" i 1\"
ap—=Cp = | = c = a,— |-
n n (3) n n (3)
3 2( 1)” 1(1)" 3 1(1)" 2( 1)"
ap = —+—=|—=| +=1|= an = —+-=|=| +=|—=
— 14 7\ 6 23 — 14 21\3 7\ 6
[ te) 2] 1) 5l a8
cpn = |—=+=|-=| =z |-z ch = ———|=| +=|—-=
14 7\ 6 2\3 3 14 21\3 7\ 6

4. La position du lapin apres un trés grand nombre d’étapes est donnée par les limites de a;, b,
et ¢, quand n tend vers l'infini.

1 . 1\" Il : 1\"
—1<§<1donc lim |- :0;—1<—g<1donc lim |-=| =0.

n—+oo | 3 n—+oo\ 6

g s 4 3 . 4 : 3
On en déduit que lim a,=—, lim b,=-et lim ¢,=—.
n—+oo 14 n—+oco 74 n—+oo 14

La probabilité qu’apres un tres grand nombre d’étapes, le lapin

3
* se trouve dans la galerie A tend vers 7 -
: 4
¢ se trouve dans la galerie B tend vers = :

3
* se trouve dans la galerie C tend vers e
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