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BB1 - Correction

Exercice 1

3 3
s p==x14+0+1=—=+—-=-=1,75;
4 4 4 4

3 7 1 21 4 16 41
4 4 4 16 16 16 16

Dans la cellule B3 : =0,75*B2 + 0,25*A2 +1.

La suite (i) semble étre croissante.

Initialisation ;aurang0:onabien 0 < uy <0+ 1, s0it 0= 1= 1,
Hérédité : supposons qu'il existe neMtelque n < up < n+ 1.

3 3 3 3
En multipliant par le nombre positif E' on a E n o= Eu" = 4—(?: + 1), puis en

1
ajoutant & chaque terme 1 n+1:

3 - 1-::3 ! 1-::3 1 ! 1 it
4n+4n+ h4u"+4n+ ,ﬁ4|{n+ }|+4n+ , 501

3
n+ 1< lpser H+1+E et enfin

< Upsr <
< Upsr <

n+1= Upsy = (n+ 1)+ 1 :larelation est donc vraie au rang n + 1.

La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n elle I'est aussi au
rang n+ 1 : on a démontré par le principe de récurrence que quel que soit le
naturel n, n =< up=n+L.

Les termes de la suite sont encadrés par des entiers consécutifs de plus en

plus grands, donc la suite est croissante.
Comme |iI1] n= lim (n+1)=+oo, par le principe d'encadrement, on a
=40 == 400

lim u,=4co..
=40

. 1 1
On a pour tout naturel n 2= 1 : n =< u, < n+ 1 soit en muliipliant par =— non
]
L 1

nul: 2 < — < ou
n n+1
u n
1< 2 < )
n n+1l
. i - . . u
Orcomme lim —— = 1, par le principe d'encadrement, ona lim —=1.
n—+oo 4+ 1 =400 B

3 1 3 3
guurmutnzw. Vpel = Upar — 0+ 1) = zun+zn+1— n—1 =E“" —an
z{un —-hn)= E'-"'w
Cette égalité montre que la suite () est géométrique de raison % et de pre-
mier terme vy =t —-0=1y=1.

n 3 n 3 n
On sait alors que pour tout naturel 1, v, = vg = [E) =1= [E] = (4—) ;

3 n
Orvg=Up—n — Hn=ﬂn+ﬂ=(z + 1.
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Exercice 2

Partie I : étude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur |0 ; +oof par: glx) = In(x) + 2x - 2.

1. On détermine les limites de g en +oo et 0.

lim In(x) = +oo

X—too i -
i ax-2 =0 [ T (LT E00 =40
—+o0

lim In{x) = —oo
x—0 .
= limglx)=—oo
x—0
x=0

=0
lim2x—-2=-2
x—l
1
2. La fonction g est dérivable sur |0; +ool, et g'(x) = —+2 = 0; donc la fonction g est stricte-
x
ment croissante sur |0 ; +ool.

3. On établit le tableau des variations de la fonction g :

x 0 fed +oo

. +00

—o0

D’aprés ce tableau de variations, on peut dire que 'équation g(x) = 0 admet une unique
solution a sur |0 ; +ool.

4, gll)=0donc a = 1.
On en déduit que g(x) <0sur]0; 1, et que glx) = 0sur|l; +eoal.

Partie Il : étude d'une fonction f

1
On considére la fonction f, définie sur |0 ; +ec|par: flx) = [2— —] [Imfx) —1].
x

1. a. Onadmet que la fonction f est dérivable sur |0 ; +oof et on note ' sa dérivée.

Pour tout x de |0 ; +oof,ona:
’ 1 171y Infx)—142x—1 In{x)+2x-2 (x)
R e et

— |(In{x) -1} + . = :
x2 xs x x

b. Sur]0; +eol, x* > 0donc f'(x) est du signe de g(x) qui s'annule pour x = 1.
1
'ﬂl}=(2_T] (In(1)-1)=-1

On dresse le tableau de variations de f:

1 +oa

I +

X

glx)
frix)

——
fix) |\1/
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1 1
2. flx)=0 = [E——]:In[x]—lj =0+ 2—==00uln(x)-1=0
x x

1
= 2=—=oulnfx)=1+ x=—oux=e
x 2

1
Léguation f(x) =0 admet done deux solutions sur [0 +eaf 1 x = 3 etx=e.

On compléte le tableau de variations de f en intégrant les solutions de l'équation f(x) =0:

-

+00

flx) \UH f{z
-1

On en déduit le tableau de signes de la fonction f sur |0 ; +eg| :

X 0

o0

=g

flx) +

Partie I1I : étude d'une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

On admet qu'il existe une fonction F dérivable sur |0 ; +oo[ dont la dérivée F' est la fonction f.
Ainsi, ona: F' = f. On note % la courbe représentative de la fonction F dans un repére ortho-

—_— —

nnrmé(ﬂ; i, ;]_

1. Par définition F' = f, donc le signe de F'(x) est celui de f(x). On en déduit les variations de

la fonction F sur |0 ; +eof :

x 0

1]

+00

F'(x) = fix) +

=y [ 10

+

F F croissante

F décroissante

F croissante

2. Le coefficient directeur de la tangente en x = a i la courbe % représentative de F est F'(a)
soit f{a). Pour que %' admette des tangentes paralléles i 1'axe des abscisses, il faut trouver
des valeurs de x pour lesquelles F'(x) = 0 ¢'est-a -dire f{x) = 0.

D'apres les questions précédentes, on peut dire %'r admet deux tangentes paralléles a ['axe

des abscisses, en x= 1 eten x= e.

Exercice 3
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Partie 1
Puisque la commande est faite au hasard, on assimile les proportions 4 des probabilités. On
en déduit I'arbre pondéré suivant :

ul,....-rﬂ
C="_
<n'2f " —75
0.8 D
~ _{:U.DE
0,98 _
----‘D

L PICnD)=PC)xPr(D)=0,2x0,1=0,02.

La probabilité d"avoir un casque contrefait présentant un défaut est donc de 0,02.

2. Les évenements C et C forment une partition de I'univers, done, d'apreés la loi des pro-
babilités totales, on en déduit :

P(D) = P(C D) +P[En u]
=0,02+0,8x%0,02
= 1,8%0,02
= 0,036

La probabilité de commander un casque présentant un défaut de conception est donc
de 0,036.

3. On demande ici de calculer la probabilité conditionnelle : Pp(C)

PICnD) 0,02 5

PplC) = D) 008 9" 0,556 2 10~ prés.

Partie 2

1. a + Onaune expérience aléatoire de base [on commande un casque), pour la-
quelle on considére deux issues. Pour cette épreuve de Bernoulli, le succés
{le casque présente un défaut) a une probabilité p = 0,036. (d'aprés la ques-
tion 2. de la partie 1) ;

* (On répéte cette expérience n = 35 fois, de facon indépendante (puisque la
répétition est assimilable 4 un tirage avec remise);

* Lavariable aléatoire X compte le nombre de succés sur les 35 répétitions.

Ces éléments permettent de confirmer gque X suit la loi binomiale 58(35 ; 0,036)

b. On veut calculer P(X = 1).

x 0,036 = (1-0,036)°°"! = 35 % 0,036 x 0,964> = 0,362 4 107>

(35

PlX=1)=

1
prés.

¢. Calculons: P(X < 1)=P(X =0)+P(X = 1) = 0,639 4 102 prés (4 la calculatrice).

(la formule n’est pas obligatoire)
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2. lIci, pour tout entier n naturel non nul, on peut créer une variable aléatoire X,, qui suit
la loi binomiale 28 (n : 0, 036).

Pour n un entier naturel non nul, la probabilité qu'un casque au moins présente un
défaut sur n casques commandés est donc

M
PX,21)=1-P(X,=0)=1 _(u] % 0,036 x0,964" = 1—0,964".

On résout donc sur f* :
P(X,=1)=0,99 — 1-0,964" = 0,99
= -0,964" = -0,01
— 0,964" = 0,01
< In(0,964") < In(0,01) car ln est croissante sur B"*
— nln(D,964) < In(0,01)
In(0,01)
nz m carln(0,964) <0
In(0,01)

or W = 125,6, donc les solutions sont les entiers naturels supérieurs ou égaux a
niy,
126.

Il faut donc commander au moins 126 casques pour que la probabilité d'en avoir au
moins un défectueux soit supérieure a 0,99,
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Exercice 4

1. On considére la fonction f définie pour tout réel x par f{x) =In(1+ x?).
Sur B, I'équation f(x) =2022

a. n'‘admet aucune solution. b. admet exactement une solution.

¢. admet exactement deux solutions. d. admet une infinité de solutions.

Ona: f(x)=2022 = In(1+x7) =2022 = P(1#¥) =2 g2022 — 14 % =202 —

x* =e*"2 _1: ce nombre étant positif, I'équation a deux solutions : Ve = —1 et Ve 022 — 1
Réponse c.

2. Soit la fonction g définie pour tout réel x strictement positif par :

glx)= xIn(x) — x*

On note ¢, sa courbe représentative dans un repére du plan.

a. Lafonction g est convexe sur |0 ; +ool. b. Lafonction g est concave sur |0 ; +ool.

c. La courbe 6, admet exactement un point d. La courbe 6, admet exactement deux
d'inflexion sur |0 ; +og. points d'inflexion sur |0 ; +ool.

Sur B, g est dérivable et sur cet intervalle, f'(x) = In(x) + x = 1 -2x=In(x)-2x+1.
x

is F(x) = & —
Pmsf{_r]—x 2.

1 1 1
Onadonc f'(x) =0 = —-2=0 = —=2 = x=o
X X

1
Sur |0; +col, faunseul point d'inflexion d'abscisse 7 Réponse c.

3. Lafonction x— In(-x* — x+6) est définie sur

a. |=3:2| b. |=oo; 6]
c. |0; +o0f d. |2; +ool

La fonction est définie si —x2 —x+6=0 — ¥+ x—-6=<0.

Le trindme x° + x — 6 a une racine évidente : 2. Le produit des racines étant égal a —6, l'autre
racine est donc 3.

Donc x* + x—6 = (x—2)(x+3). On sait que ce trindme est positif sauf (ce que I'on cherche) entre
les racines -3 et 2.

La fonction est donc définie sur I'intervalle | - 3 ; 2. Réponse a.
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4. (On considére la fonction f définie sur 0,5 ; +oo| par

flx)=x"—4x+3In(2x-1)
Une équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d'abscisse 1 est:

a. y=4x-7 b. y=2x-4
c. y=-3{x-1)+4 d. y=2x-1

Une équation de la tangente au point d"abscisse 1 est: y— f(1) = f'(1)(x—1).
s f(1)=1-443In(2-1})=-3+3=0=-3;

6
d'ou f'(1) :2—4+T ==-2+6=4.

=2x-4+ ,
2x-1 2x-1

Une équation de la tangente est donc y— (-3)=4(x-1) = y=4dxr-4-3 — y=4x-7.
Réponse a.

o flly)=2x—-4+3x

5. Lensemble 5 des solutions dans B de l'inéquation In{x + 3) < 2In(x + 1) est:

a. 5=]—-oo; -2|U]1; +oo| bh. 5=]1; +oa|
c. S5=¢ d. §=]-1:1]

D'apres 'énoncé il faut que x > -3 et que x > —1. ll faut donc résoudre l'inéquation dans l'in-
tervalle | - 1; 4ool.

In(x+3) <2In(x+1) = In(x+3) <In(x+1)2 = x+3<(x+1)2 = 0<x2+2x4+1-x-3 =
D<x®+x-2.

A=12—4x1><(—2):9

2x1 2 2 2x1 2 2
X | -D -2 A o
111-1_ - _I_ — +

Donc il faut que x>—-1 etque x>1 ou x<-2.
ccl: S =1L +o0[ réponse b
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