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Exercice 1 : Polynésie 4 mai 22 S1

Lespace est rapporté un repéere orthonormal o1 'on considére :

-1 4
1. a. Onveut démontrer que le triangle ABC est rectangle en A; on a AB ( 1 ) et AC (7)

les points A(2; —1; 0) B(1;0; —3),C(6; 6; 1) etE(1; 2; 4);

Le plan & d’équation cartésienne 2x—y—z+4=0.

-3 1
AB-AC = —4+7-3=0donc AB et AC sont orthogonaux et le triangle ABC est donc rectangle en A.
5
b. BC|6|donc BA-BC=5-6+12=11.
4

BA=112+(-1)2+32 =11 etBC= V52 +62 +42 = /77

c. On cherche la mesure en degrés de 'angle ABC arrondie au degré.
On a alors

BA - BC =BA xBC x cos (ABC) <= 11 = V11 x V77 x cos (ABC)
< 11=V11 x V11 x /7 x cos (ABC)

1

V7

< cos(ABC) =

La calculatrice donne ABC = 68° au degré pres.

a. On veut démontrer que le plan & est paralléle au plan (ABC).
2
Un vecteur normal du plan &2 est le vecteur nl-1|.
-1
Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires car ABC est un triangle rectangle.
Deplus 77-AB =2x (-1) ~1x1-1x(-3) =—2—-1+3=0
et
7-AC=2x4-1x7-1x1=8-7-1=0
7 est donc un vecteur normal 4 deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), c’est donc un vecteur
normal de ce plan et du plan 4.
Les plans £ et (ABC) sont donc paralléles.

b. On déduit une équation cartésienne du plan (ABC).

Le plan (ABC) a donc une équation de la forme 2x — y — z+ d =0, comme A appartient a ce plan, on
a:5+d=0soitd =-5.
Une équation de (ABC) est donc2x—y—2z—-5=0.

c. Ondétermine une représentation paramétrique de la droite 2 orthogonale au plan (ABC) et passant
par le point E.
Un vecteur directeur de la droite 9 est donc le vecteur 7
Onadonc M(x; y; 2) €D < ﬁff= t;,avec t € R, soit

x-1 = 2t x = 142t
y-2 —t, teR y = 2-t, teR
z—4 -t z = 4-t
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1 5
d. Ondémontre que le projeté orthogonal H du point E sur le plan (ABC) a pour coordonnées (4 ; > ; 5)

H correspond a l'intersection du plan (ABC) avec la droite perpendiculaire a (ABC) qui passe par E
soit la droite 2, les coordonnées de H seront donc solutions du systéme suivant :

x=1+2t x=1+2t
=2-t =2-t
y c:<y
z=4—-t z=4—-t
2x-y—-z-5=0 201+20)-2-)—-4-1)-5=0
x=1+2t t=3
y=2-t x=4
<~ < —~ 1
z=4-t y:E
61-9=0 z=3

3. Onrappelle que le volume d'une pyramide est donné par 7 = %.@h ol1 & désigne I'aire d'une base et h la
hauteur de la pyramide associée a cette base.
On va calculer l'aire du triangle ABC puis démontrer que le volume de la pyramide ABCE est égal a 16,5
unités de volume.

AB x AC 11x+v66 11v6
AC=v42+72+12 =166 etdonc & = 5 =\/_2\/_: 2‘/_

-3
HE est la hauteur de la pyramide et HE ( 3 )
3
2

) 3\ (3\* [27 .
On a par suite HE = 1/ (—-3)2 + 7] *\z) =\ 7 puis

1/_1 11\/" / _11xv2xV3x3v3 33
3><2><\/§ 2

=16,5
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Exercice 2 : Amérique du nord mai 24 S2

1. Le trindbme g(x) est dérivable sur R, donc sur [0; 1] et sur cet intervalle :
gx)=2-2x=2(1-x).
Oronsaitque 0 < x < 1= —-x <0< 1-xouen lisant de droite a gauche

1-x>0=>21-x) >0 < g'(x) > 0: la dérivée étant positive sur [0 ; 1] et
ne s’annulant qu'en x = 1, la fonction g est strictement croissante de g(0) = 0 a

g)=2-12=1.
" 1
On consideére la suite (u,,) définie par ° 2 pour tout entier naturel n.
Unt1 = g(un)
1 (1)? 1 3
2. o up=2x-——|=| =1-====0,75;
2 4 4
3 (3 3 9 24 9 15
s Up=2X—=——|—| =Em——=— ——=— = 0,9375
4 \4 2 16 16 16 16

3. Démonstration par récurrence :
e Initialisation:

1 3 . . .
Onal0<-=< 1 <1, s0it 0 < yy < u; < 1:l'encadrement est vrai au rang zéro.

e Hérédité : Supposons que pour n €N, on ait 0 < u, < uUp41 < 1.
Alors par stricte croissance sur [0; 1] de la fonction g, on a:

g(0) < g(uy) < g(un+1) < gQ), soit d’apres les résultats précédents :
0 < Up4+1 < Upy2 <1:l'encadrement est encore vrai aurang n + 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang n = 0 et si elle est vraie au rang n € N elle
I'est encore au rang n + 1 : par le principe de récurrence, on a donc

Pour tout entier naturel n, : 0< u, < u,4+1 <1.

4. Le résultat précédent montre que la suite (u,) est croissante et qu’elle est majorée
par 1: elle converge donc vers une limite ¢ < 1.

5. Larelation g (up) = Up+1 =2up — ui donne a la limite car g est continue car déri-
vable sur l'intervalle [0; 1] : £ =2¢ — ¢? —
0—02=0 < ¢(1-¢)=0soit
¢ = Oou ¢ = 0Oou
=
1-¢ = 0 1 = ¢

La solution ¢ = 0 n’est pas possible (la suite est croissante ); il reste nlilP Up=1
—+00
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On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel zn par v, =In (1 — u,).

6. Onapour n€N, vy =In(1—uyyy) =In[1-(2u, - u)] =In(1-2u, +u2) =

In(1 - up,)? =2In(1 - u,) (car 1-u, > 0 voir la récurrence ci-dessus, doncIn (1 — u;,)
existe). OrIn (1 — uy) = vy.

Finalement: v, = 2v, ce qui montre que la suite (v,) est une suite géométrique

1 1
de raison 2 et de premier terme vo =In(1 - up) =In (1 - E) = lnz =-—In2.

7. On sait qu’alors pour tout n €N, v,, = v x 2", soit v, = —In2 x 2",

8. Larelation v, =In(1 - u,) donne donc:

~In2x2" =In(1-u,) < e n2x2" = ¢ln(-ux) (par croissance de la fonction ex-
ponentielle), soit encore :

— n — n
e"n2x2" — 1 _y = u,=1-e 22"

In2x2"

Oronsaitque lim —In2x 2" =—o0o,donc lim e~ = 0 et par conséquent :

n—+oo n—+oo

lim u,=1.
n—+oo

def seuil() :
n=0
u=0.5
while u<0.95:
n=n+1

u=2*u - u**2

returnn
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Exercice 3 : Centres étrangers 2 juin 24 S2

1

La fonction exponentielle est continue sur Rdonc: lime*=e"' =e>0.

x—1
Par limite de la somme, on a : lin%x —1 =0, et comme on travaille sur ] —
X—
00; 1[, ona x—1 <0. (on peut noter lin{x—l =07).
X—
Par limite du quotient,on a: lin} f(x) = —oo0.
X—
On en déduit que la courbe ¢ admet une asymptote verticale, d’équation
x=1.

2. Ona: lim e*=0;

3.

X——00

Par limite de la somme,ona: lim x—1=-o0,

X——00

Par limite du quotient, on en déduit : xlir—noo fx)=0.

On en déduit que € admet également une asymptote, d’équation y = 0, au voisi-
nage de —oo.

a.

f est dérivable sur | —oo ; 1[, en tant que quotient de fonctions définies et
dérivables sur cet intervalle, avec la fonction au dénominatuer ne s’annulant
pas sur l'intervalle.
e*x(x—1)—-e*x1
(x—1)?

B e*x(x—-1-1)

o (x-D?

_ (x—2)e*

C(x-12
La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur R, et pour
tout x dans]—oo; 1[, (x—1)? est strictement positif, donc le signe de f'(x) est
le méme que le signe de (x —2).

Vxel-oo; 1], f'(x)=

x—220 < x2>2,doncsur]—oo; 1], (x — 2) est strictement négatif, donc
f'(x) également.

Finalement, on peut donc en déduire que f est strictement décroissante sur
] —o0; 1], et donc, on a le tableau de variations suivant (avec les limites justi-
fiées aux questions 1. a. et 2.) :

X —00 1

signe de f'(x) : -
0

variations de f \

Pour étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle ] —oo; 1], on va étu-
dier le signe de " (x).

—00

Comme, pour tout x dans | —oo; 1[, on a (x —1) < 0 et donc (x — 12 <0et
e* > 0, on en déduit que le signe de f”(x) est 'opposé du signe du trindéme :
x? —4x+5.

Or, ce trindme a un discriminant A = (-4)2—-4x1x5= -4 qui est stricte-
ment négatif, donc n'admet pas de racine, et donne des images strictement
positives (car le coefficient dominant est positif) pour tout réel x.
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b. Pour déterminer I'équation de T, il nous faut connaitre f(0) et f(0) :

e 0=2e -2

FO=G=1=7%
e 1

P fO=g==L

La formule classique donne une équation pour T :
y=f0)(x-0)+f(0) < y=-2x-1
Léquation réduite de T estdonc: y=-2x—1.

c. Puisque f est concave sur 'intervalle | —oo; 1[, la courbe € est donc située
sous ses tangentes, notamment sous la tangente T, sur cet intervalle.

Pour tout réel x dans cet intervalle, I'ordonnée d’un point sur la courbe €
(C’est-a-dire f(x)) est donc inférieure ou égale a 'ordonnée du point ayant la
méme abscisse sur la tangente T (or, sur la tangente T, 'ordonnée du point
d’abscisse x est —2x — 1, d’aprés la question précédente).
Onendéduitdonc: x€]-o0; 1] = f(x)<-2x-1

X

= <-2x-1

= e* > x-1(-2x-1)
carsur]—oo; 1[, x-1<0
= e > (-2x-1D(x-1)
On arrive donc a I'inégalité demandée.

5. a. Lafonction f est:
e continue sur ] —oo; 1[ (car dérivable sur cet intervalle);
e strictement décroissante sur ] —oo; 1[ (d’apres la question 3. b.);
e telle que —2 est une valeur intermédiaire entre 1_1{.101 f=0et ]i{n f=-o00;

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué aux
fonctions strictement monotones, 'équation f(x) = —2 admet une unique
solution a sur l'intervalle ] —oo; 1].

b. Comme on a repéré a la question 4. b. que f(0) = —1, on sait que la solution
sera a chercher dans l'intervalle ]0 ; 1].
Alaide de la calculatrice, par balayage, ona:
* f(0,31) = -1,98 > -2;
* f(0,32) ~-2,03 < -2;

Un encadrement de a d’amplitude 1072 est 0,31 < a < 0,32].
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Exercice 4 : Polynésie sept 24 S1

1. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e* + x.

Affirmation A : La fonction f admet pour tableau de variations le tableau ci- dessous :

X —00 +00

+00
variations de f /

—00

e lim e*=0et lim x=-o0odonc hm f(x) —00
X——00 X——00

e lim e*=+oc0et lim x= +oodonc hm f(x) +00
X—+00 X—+00

e fl(x)=e*+1>0surR, doncla fonctlon f est strictement croissante sur R.

Affirmation A vraie

Affirmation B : L'équation f(x) = —2 admet deux solutions dans R.

x —00 a +00

I

variations de f — -2

La fonction f est dérivable donc continue sur R. Elle est strictement croissante sur R
et va de —oo a +oo. Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = —2 admet une solution unique dans R.

Affirmation B fausse

2
2. AffirmationC: lim hl(x)—x+2:_l.

X—+00 3x2 3
2 (In(x) 2
In(x)-x*+2 % (x_z_l"' ?) 1 In(x) 2
Pour x#0,0na: = = |1-==_Z

ln(x) In(x) 1

—_— — ) —

x? X X
In(x 1 In(x
On sait que lim n() =0etque lim — =0;donc par produit: lim (2 ) =0.
X—+00 X X—+o00 X X—too x
1 2
* Onsaitaussique lim — =0donc lim — =0.

X—+00 X X—+00 X

In(x) 2 In(x)-x>+2 1

On en déduit que lim (1 - (2 )_ 2) =1letdoncque lim ) —x +2 =——.

X—+00 X X x—+00 3x2 3

Affirmation C vraie
Page 7/ 8

Terminale spécialité


http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com lycée GSBE

3. On consideére la fonction k définie et continue sur R par k(x) =1+2e —xt4L
Affirmation D : Il existe une primitive de la fonction k décroissante sur R.

Toute primitive K de la fonction k a pour dérivée k. Or, pour tout réel X, on a eX > 0.
2 2
Donc pour toutréel x,ona e * *1 >0, donc 1+2e~* *! > 0, et donc k(x) > 0.

La primitive K a donc une dérivée toujours strictement positive, donc elle est strictement
croissante sur R.

Affirmation D fausse

4. On consideére 'équation différentielle (E): 3y +y=1.

Affirmation E : La fonction g définie sur R par g(x) =4e 3% 41 est solution de I'équation

différentielle (E) avec g(0) =5.

e g(x)=4e 3*+1doncg(0)=4e®+1=4+1=5

1
J gestdérivablesurlRetg’(x)=4><(—g)e‘ﬁ":——e 3%,

4
Donc 3g’(x) + g(x) =3 x (—ge‘%x) + (4e‘§x+ 1) =—de T 4+4e 3 4+1=1

Donc la fonction g est solution de I’équation différentielle (E).

Affirmation E vraie

1
5. Affirmation F : Une intégration par parties permet d’obtenir : f xe *dx=1-2e7L.
0

Il
[

ux) = x { u'(x)
_x ,ona:

En prenant:{ v’(x) — v(x)

Il
I
(3

Cela donne par intégration par parties :

1 1
f xe‘xdx=[—xe_x](l)—f —e’xdx=[—xe’x—e_x](l)=—e_1—e_1+1=l—2e_l.
0 0
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