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02 : Limites de suites I

I. Limite d'une suite

1. Limite infinie d'une suite

Exemple

La suite (u,) définie sur N par u, =n* a pour limite +oo.

En effet les termes de la suite deviennent aussi grands que I'on souhaite a partir d'un certain
rang.
Si on prend un réel a quelcongue, l'intervalle ]a;-+oo[ contient tous les termes de la suite a

partir d'un certain rang.

Définition

La suite (u,) admet pour limite +oo si tout intervalle de la forme Ja; +oo[ , a réel, contient

tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
On note lim u, = +oo.

n—+o0

La suite (u,) admet pour limite —o si tout intervalle de la forme |-o;a[, a réel, contient

tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
On note lim u, =—o.

N—+o0

2. Algorithme de seuil

Soit (u,) une suite croissante qui tend vers +oo.
Le but de I’algorithme est de déterminer le rang a partir duquel U, est supérieur a A.

Exemple

On considere la suite (u, ) définie par U, =2 et pour tout entier n, U,,, =4U,.

Cette suite est croissante et admet pour limite +oo.

Langage naturel
Définir fonction seuil(A)

Algorithme de seuil en langage naturel :
Pour A=10000, on obtient N=7. Tant que u < {:1'&
Nen+
U« 4u
Fin Tant que

Afficher n
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Avec la Tl Nspire CX CAS :

Avec Python :

3. Limite finie : suite convergente

N 1.1 BB *Classeur 4% RAD D X

sem'lo

n=7

Terminé

"seuil" enregistr. effectu
Define seuil()= a
Prgm
0-n
2-u
10000 »a
While u<a
n+l-n
4 u-u
EndWhile
Disp "n=",n

Python

def seuil(a):

n=©e

u=2

while u<a:
n=n+1l
u=4*u

return(n)

Exemple

La suite (u,) définie sur N par u, :1+n_12 a pour limite 1.

En effet les termes de la suite se resserrent autour de 1 a partir d'un certain rang.

Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 1, tous les termes de la suite
appartiennent a cet intervalle & partir d'un certain rang.

Intuitivement : dire que (un) tend vers L (ou a pour limite L) quand n tend vers +oo, signifie
que lorsque n est de plus en plus grand, les nombres u,, se cumulent autour de L.

Onnote limu, =L.

N—+o0

On dit que la suite (u, ) est convergente.

Définition

On dit que la suite(un) admet pour limite L si tout intervalle ouvert contenant L contient
tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

Remargue : Une suite non convergente est dite divergente.
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I1. Limites de suites de référence

lim n=+ow lim n° =+o0
N—+o0 n—+0

.1 .1
lim==0 lim = =0
n—>+o N n—-+o N

Propriété
lim /n =+
n—+w0
1
im 75 =0

limn? =+, peN",

N—+o0

.1 .
lim—=0 peN.

N—>+o0 n

I11. Opérations sur les limites

Soit deux suites de nombres réels (u, ) et (v,) admettant une limite finie ou infinie, et soit |

et m deux nombres réels.

1. Limites d’une somme : lim (u, +Vv,)

N—+o0

limu,
N—+00
. | +00 —o0
limv,
nN—+o0
m l+m 400 —00
+00 +00 +00 Fl
—©0 —0 Fl —0
2. Limites d’un produit : lim (u XV )
nN—+o00 n n
limu,
. i I, 10 0 +00 —o0
limv,
nN—+o0
m,m=0 I xm 0 +o0 +o0
0 0 0 Fl FI
+00 +o0 FI +00 —©
—o0 +oo FI —0 +00

Terminale spécialité

Page 3 sur 14



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

. . u
3. Limites d’un quotient : lim

N—>-+0 Vn
limu,
: o l, 120 0 +00
limv,
N—-+o0
I
m,m=0 — 0 +00
m
0 +00 Fl 400
+00 0 0 Fl
Remargues
e Le signe du Résultat s’obtient a I’aide de la régle des signes.
. . . o .0
e |l yad4 formes indéterminees principales : oo—oo ; cox0 ; — et 0
o0

Cela ne signifie pas que la limite est impossible a trouver mais que le résultat n’est pas
immédiat. Il faut modifier I’expression afin de déterminer cette limite.

Exemple 1 : lim (n”—-3n+1)

N—-+o0

lim n? =+ et lim—3n+1=—o. Il s'agit d'une forme indéterminée du type co—oo.

N—-+o0 N—>+o0

Levons I’indétermination en factorisant par le terme de plus haut degré.
n*-3n+1=n? (1—3—2+i2j =n’ (1—§+i2)
n n n n

Or lim 3_ lim L =0 donc par somme de limites lim (l—§+i2):l

n—>+o N n—+oo n2 N—+00 n n

N—>-+0 N—>+o0

Et lim n? =+o0 donc par produit de limites lim nz(l—%+n—12):+oo

Conclusion : lim (n2 ~3n +1) = 40

N—+ow0
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nN—-+owo N—+o0

n—+o0

Conclusion : lim

Or limn=+w et lim

(-
N—-+o0

Exemple 2 :

2n )

+00

lim

nN—+o0

(n-2h)

lim n=+o et lim—2Vn=—-ow. Il s'agit d'une forme indéterminée du type co—o0.

Levons I’indétermination en factorisant par le terme de plus haut degré.

SR

(%)

=1 donc par produit de limites lim n(l—ij:mo

N—+00

Jn

N—+o0

Exemple 3: lim

nN—+o0

Or lim (2+1)
n—+o0 n
Donc par quotient de

Conclusion : lim
n—+o 3N

haut degre.
n 1 1
n*| 2+— 2 2
2n*+n _ ( +n2j=n_zx 2+n _ 2+n
2 2
s+l n2(3+12) n 3+i2 3+i2
n n n

=2 et lim (3+i2j:3
n—+w n

2+1
limites lim 5‘ =3
3+
2n’+n 2
241 3

2n*+n
N—>+o0 3n2 +1

lim (2n° +n) =0 et lim (3n° +1) = +oo0. Il s'agit d'une forme indéterminée du type .
0 0]

Levons I’indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le terme de plus
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2
. n°+n
Exemple 4 : lim
n—+o 5N + 2

lim (n2 +n)=+oo et lim (5n+2):+oo. Il s'agit d'une forme indéterminée du type .
o0

nN—+o0 N—+o0

Levons I’indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le terme de plus
haut degre.

n 1
n2+n 2(l+nzj n2 1+H 1+H
= =—X =Nnx
n+2 n(5+2] 5+g 5+g
n n
1+l
Or lim [1+£j=1 et lim (5+3j=5 donc par quotient de limites Iim—”=1
N—>+a n N—>+a n e 2 5
+
n
1+1
Etdonc lim| nx g = +o0
N—-+o0 5+7
n
n’+n
Conclusion : lim = 400
n->+0 5N + 2

Exemple 5 : nILTw(JTH—ﬁ)

lim vn+1 =+ et lim +/n =+o0. I s'agit d'une forme indéterminée du type co—oo.

N—+o0 N—-+00

Levons I’indétermination en utilisant I’expression conjuguée.

() ) (471 (]

Yhedn = (Vnsiedn)  (Jneievh)

n+l-n

1
(i) (i)
Or par somme de lim (\/ﬁ.‘f‘\/ﬁ) = o0

N—+o0
1

Par conséquent lim —————=0

”**“"(MM/H)

Conclusion : lim (\/n+l—\/ﬁ) =0

N—+o0
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Exercice 1
Déterminer les limites suivantes :
i . 4 . 3n’+2n-1 )
lim (—n2+n+2) lim — lim = —— lim (\/ﬁ—n)
n—>+o0 n—+0 N +1 n—>+0 2N —n+5 N—>+o0
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IV. Propriétés sur les limites de suites

1. Limites et comparaison

Théoréme 1

Soit (u, ) et (v,) deux suites vérifiant les deux conditions :
e A partir d'un certain rangona u, <V ;
e limu, =+o

N—+o0

Alors lim v, =+o.

N—+w

Démonstration (type bac)

Soit A un nombre reéel.
Puisque lim u, =+o0, alors il existe un rang n, a partir duquel tous les termes u,

N—-+o0

appartiennent a l'intervalle | A;+oo[ , cad A<u,.
On sait de plus qu'a partir d'un certain rang n,,ona u, <v,,.
A partir du rang max(n;;n,) ona:

A<u, .

ainsi A<u, <v,, donc v, € |A; o[

u, <v,
Finalement, tout intervalle de la forme ]A; +oo[ contient tous les termes v_ a partir certain
rang, etdonc limv, =+o.

n—-+o0

Application 1
Déterminer lim (n2+cosn)

nN—-+w
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Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes)

Soit I un réel et (u, ), (v,) et (w,) trois suites vérifiant les deux conditions :
e A partir d'un certainrangona u, <v. <w ;
e limu,=Ilimw, =I

N—+o0 n—+o

Alorsona limv, =1

N—>-+00

Application 2

nN—+o00

, ) . inn
Déterminer lim (1+S—j
n
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2. Suites majorées, minorées, bornées

Définition

Soit M et m deux nombres réels. On dit que la suite (u, ) est:
e Majoree par M si, pour tout neN, u, <M ;

e Minorée par msi, pour tout neN, u, >m;

e Bornéesi (u,) esta lafois majorée et minorée.

Application 3

On considere la suite (u, ) définie pour tout entier naturel n par u, =2 et u,,, = §un +2.

Démontrer par récurrence que la suite (un) est majorée par 3.

3. Convergence des suites monotones

Théoréme 1

Soit I un réel et (u, ) une suite croissante.
Si limu, =1, alors tous les termes de la suite (u, ) sont inférieurs ou égaux a .

N—+o0

Remargue : On pourrait dire aussi que la suite (un) est majoree par le nombre |.
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Théoreme 2
e Toute suite croissante et majorée est convergente.

e Toute suite déecroissante et minorée est convergente.

Théoréme 3
e Toute suite croissante et non majorée a pour limite +oo.

e Toute suite décroissante et non minorée a pour limite —o.

Démonstration

Soit un réel a.
Comme (un) n'est pas majorée, il existe un entier p tel que u, >a.
La suite (u,) est croissante donc pour tout n>p,ona: u, > u,.

Donc pour tout n>p,ona: u,>a.

Et donc a partir d'un certain rang p, tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle
Ja; +oo] .

On en déduit que lim u, =+oo.

N—-+o0

Théoréeme du point fixe

Soit une suite (u, ) définie par son premier terme u, et par la relation u,,, = f (u, ) est

convergente vers .
Si la fonction associée f est continue en I, alors la limite | est solution de 1’équation f (x) =X

Exercice 2
Soit (u, ) la suite définie par u, =0 et pour tout entier naturel n par u,,; =/3u, +4.

1. Démontrer par recurrence que pour tout entier naturel n,ona: 0<u, <u_, <4.

n+1
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2. En déduire que (u,) converge.

3. Déterminer alors sa limite.

5. Limite d'une suite géométrique

Théoreme
Soit ge R . On a les résultats suivants :
o Si —1<q<1,alorslimq"=0 ;
N—+00
o Si q>1,alors lim q" =+w ;
N—+o0
. Si q<—1, alors la suite (q" ) n'admet pas de limite.

Démonstration

SoitqeR, q>1. Alors:
g=1+x,avec x>0.

Pour tout x>0, (1+X)" >1+nX.
Pour x>0, 0na lim nx=+ow

N—-+o0

Onadonc:
e apartirdurang0, (1+x)" >1+nx;

o lim (1+nx)=+o0

N—-+o0

On en déduit que : lim (1+ x)n =+o0 autrement dit lim q" = +o0.

N—>-+0 N—>-+o

On sait alors, grace a l'inégalité de Bernoulli que, pour tout entier n :
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Exercice 3

Etudier limite a l'infini de 3" —4".

Exercice 4 : Asie sujet 2 — Juin 25 (extrait)

: e . 1
Soit (un) la suite definie par u, =30 et, pour tout entier naturel n, u,,, :Eu” +10.

Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, =u, —20.
1. Calculer les valeurs exactes de u, et u,

. . s . 1
2. Démontrer que la suite (v, ) est géométrique de raison >

3. Exprimer v, en fonction de n pour tout n entier naturel.

4. En deduire que, pour tout entier naturel n, u, =20 +10(%) .

5. Déterminer la limite de la suite (u, ). Justifier la réponse.
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