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08 : Logarithme népérien I

I. Définition de la fonction logarithme népérien

1. Lien avec la fonction exponentielle

Propriété

Pour tout nombre a >0, I’équation e* =a admet une unique solution dans R .

Démonstration

e La fonction exponentielle est strictement continue et croissante sur R .
e lime* =0, lime* =400 et ae]0;+o0f

X—>—00 X—>+0

D'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation e* =a admet une
unique solution dans R .

Définition

On appelle logarithme népérien d’un réel strictement positif a, I’unique solution de
I’équation e =a. On lanote In(a).

Remargue

La fonction logarithme népérien et la fonction exponentielle sont des fonctions
réciproques donc leurs courbes sont symétriques par rapport a la droite y = x.

y=expx -~

y=In x

On a ainsi les propriétés suivantes :
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Propriétés

e Pourtout réel x>0 et tout nombre réely,ona: y=In(x)< x=¢’.
e In(1)=0etlin(e)=1
* Pour tout réel x : In(e*)=x

e Pourtoutréel x>0 : e"™ =x

1. Simplifier :
°)

a. In(e‘

a. In(x)=-1

d. 3-4e* =1

2. Résoudre les équations :

Application 1

2. Relation fonctionnelle

Théoréme

Pour tout nombre réels x et y strictement positif, on a :

In(xxy)=In(x)+In(y)

Démonstration

eln(xxy) —Xxy= e|n(x) % eIn(y) _ eln(x)+|ﬂ(y) donc In (XX y) =In (X) +1In ( y) .
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Propriétés
Pour tout nombre réels x et y strictement positif, et pour tout nombre entier nona :
1
e In|=|=-In(x
1w

(%] -in(o-in(y)

Démonstration
1 1 1
e In| = |+] =In| = =In(1)=0d In| = |=-I
n(xj+ n(x) n(xxxj n(1) onc n(xj n(x)

X 1 1
. In(;jzln(xxyjzIn(x)+|n(§jzln(x)—ln(y)
. In(x)=|n(\&x\/§)=In(ﬁ)+ln(&)=2ln(&) donc In(\&):%ln(x)
e Ondémontre la derniére propriété par récurrence.
Pour n=0, In(x’)=In(1)=0=0xIn(x)
Supposons qu’il existe un entier n tel que : In(x"): nln(x)
Montrons que In(x"*)=(n+1)In(x)
Ona: In(x™)=In(x"xx)=In(x")+In(x)=nlIn(x)+In(x)=(n+1)In(x). Donc vraie
pour tout entier n.

Exercice 1
1. Simplifier les nombres suivants :

A=In(5-+3)+In(5+3)

B=3In(2)+In(5)-2In(3)

Terminale spécialité Page 3 sur 8



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

2. Simplifier les expressions suivantes :

c=in| (v3+1)" | +in| (v3-1)" |

D:In(\/x27+1+x)+ln(M—x).

I1. Fonction logarithme népérien

1. Dérivée et variations

Propriétés

e La fonction logarithme népérien est continue et dérivable sur ]0;+oc[ et a pour

e .. 1
dérivée la fonction inverse : (Inx)'==.
X

e La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]O; +oo[ .

Application 2

, . e In x
Déterminer la dérivée de f (x)=—
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2. Equations et inéquations

Propriétés

Pour tous réels a et b strictement positifson a :

1. Résoudre dans R I’inéquation suivante : In(x+4)>2

2. Résoudre dans R I'équation suivante : (In x)2 -2Inx-3=0

3. Résoudre dans R I'inéquation suivante : 1-0,85" > 0,95

Ina=Inb<a=b et Ina<Inb<a<b
En particulier : Ina=0<a=1 Inha<0<0<ax<l Ina>0<a>1.
Exercice 2

3. Limites
Propriété
limlnx=—o et lim In X =400
x—0 X—>+00

Conséguence

La courbe représentant la fonction In admet I’axe des ordonnées comme asymptote verticale.
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4. Convexité

Propriété

La fonction logarithme népérien est concave sur ]0;+oo[ .

Démonstration

f(x)=Inx f '(x):é f "(x):—%<0 donc In est concave sur ]0;+oo] .

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur ]0;+oc[ par f(x)=3-x+2Inx.
1. Déterminer les limites de f.
2. Calculer f *(x) étudier son signe.

3. (}onstruire le tableau de variation de f.
4. Etudier la convexité de f.
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4. Composée avec In

Propriété

ul
Inu)'=—
(Inu) ==

Exercice 4 : Métropole secours 24
On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x-In(x*+1)

1. On admet que f est dérivable sur R et on note f' sa fonction dérivée.
2
(x-1)
X +1
b. En déduire le sens de variation de la fonction fsur R .

a. Montrer que pour tout nombre réel x, ona: f'(x)=

2. Montrer que pour tout nombre réel x>0,0na: f(x)=x-2In(x)- In(1+i2j :
X

3. Calculer la limite de la fonction f en 4.
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I11. Limites par croissances compareées

Théoreme

. Inx : . Inx
1. lim — =0 et pour tout entier non nul n,ona lim —=0

X—>+00 ¥ X—>+0 ¥

2. Iirrgxln x =0 et pour tout entier non nul n, on a Iirrol x"Inx=0
X! X—>

Démonstration du 2 pour n=1
Posons X =Inx. Ainsi e* =x, etdonc xInx=e* x X = Xe”*.

De plus lim X =limlnx=—w0.
x—0 x—0

Donc limxInx= lim Xe* =0.
Xx—0 X —>—0

Remargue

En cas de forme indéterminée, les puissances de x I'emportent sur la fonction In.

Application 4
Déterminer les limites suivantes :

1. lim (x=Inx)

X—>+00

2. lim Inx (diviser par x)
x-1

X—>+00
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