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12 : Orthogonalité de I’espace I

I. Produit scalaire de deux vecteurs

La notion du produit scalaire dans I’espace prolonge celle du plan vue en classe de 1°".

Définition : Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est tel que :
e Siu ouv estnul alors uv=0.
. G.\7:||G||x||\7||xcos(ﬁ,\7)

Propriétés algébriques
e Symétrie : uv=vu
e Bilinéarité : u(V+w)=uv+uw et u(kv)kuv, keR
e Identités remarquables :
- =\2 -2 - =2 - -2 —12 - - —|12
(u+v) =u +2uv+v  On peut écrire : lu+vl™ =ull” + 205+l
e VY - =2
(u—v) =U —2UuvV+V
R -2 =2
(u+v).(u—v):u -V
e Formules de polarisation :
—= (-2 1~ - -2
uy:EUMIAMIJM—N)

o e g e e
uy=§UM+WF4hW—MW)

Propriété : Orthogonalité

u et v sont orthogonaux <> u.v =0

Application 1
ABCDEFGH est un cube d’aréte a.
H G
1
1
1 F
|
1
i
Dhmnnnea- )

Calculer les produits scalaires suivants :
1. AB.DG. 2. EF.HD 3. AD.GF
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Application 2
Soit un tetraédre régulier ABCD d’arétes de longueur a.

D

B

Démontrer que les arétes [BD] et [ AC] sont orthogonales.
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I1. Produit scalaire et repére orthonormé

Définition

Un repere est orthonormeé si ses vecteurs de base sont orthogonaux deux a deux et de norme
égale a 1.

Propriétés

X X
Soit u y | et v y' | deux vecteurs dans un repere orthonormé de 1’espace.
yA yA

o UV=XX+Yyy'+zz'

o Jul=yx?+y?>+22

Soit A(Xa;YaiZs) €t B(Xg;Yg;Z) deux points dans un repere orthonormé de 1’espace.

° AB=\/(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZB_ZA)Z

Application 3
On considére le repere de 1’espace (C; @, @, Cﬁ) .

| est le milieu du segment [BF]. Les vecteurs CE et DI sont-ils orthogonaux ?
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I11. Vecteur normal a un plan

Définition : Vecteur normal

Un vecteur non nul n de I'espace est normal & un plan P si n est un vecteur directeur d’une
droite orthogonale au plan P.

Propriété 1

Un vecteur non nul n de I'espace est normal & un plan P, s'il est orthogonal & deux vecteurs
non colinéaires de la direction de P.

Propriété 2

Soit un point A et un vecteur n non nul de I’espace.
L’ensemble des points M tels AM.n =0 est le plan passant par A et de vecteur normal n.
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Application 4

ABCDEFGH est un cube. Démontrer que le vecteur CF est normal au plan (ABG).

Application 5
ans un repére orthonormé, on donne : A(1;2;-2), B(-13;1) et C(2;0;-2).

Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
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Définition : Projection orthogonale

e Soit un point A et une droite d de I’espace.
Le projeté orthogonal du point A sur la droite d est le point H appartenant a d tel que
la droite (AH ) soit perpendiculaire a la droite d.

A

e Soit un point A et un plan P de I’espace.
Le projeté orthogonal du point A sur le plan P est le point H appartenant a P tel que la
droite (AH) soit orthogonale au plan P.

A

Propriété
Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan P est le point H de P le plus proche de M.
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Application 6
Soit un cube ABCDEFGH.

On considére le repére orthonormé (Aﬁﬁﬁ)

1. Calculer les coordonnées du projeté orthogonal | du point G sur le plan (BDE).

2. En déduire la distance du point G au plan (BDE).
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1V. Equation cartésienne d’un plan

Propriéeté
a
Un plan de vecteur normal n| b | admet pour équation cartésienne ax+by+cz+d =0.
c
Réciproquement, I'équation ax-+by+cz+d =0 est I'¢quation d'un plan dont un vecteur
a
normal est n| b
C
Application 7
Dans un repére orthonormé, déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le
3
point A(L2;-3) et de vecteur normal n| —4 |.
1
Application 8

Dans un repére orthonormé, les plans P et P' ont pour équations respectives :
2X+4y+4z-3=0 et 2x-5y+4z-1=0.

Démontrer que les plans P et P' sont perpendiculaires.
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V. Représentation paramétrique d’une droite

Propriéeté
a
Soit une droite d passant par un point A(xA; Ya: zA) et de vecteur directeur u| b
C
X=X, +at
Ona: M(xy;z)ed < Ilexiste un réel ttel que { y =y, +bt
Z=17,+cCt
Ce systeme s'appelle une représentation paramétrique de la droite d.
Exemple
4
La droite passant par A(2;-1;3) et de vecteur directeur u| 7 | apour représentation
-2
X=2+4t
parametrique : {y =-1+7t
z=3-2t
Application 9

Soit A(2;-3;1) et B(5,-3,-2).
1. Déterminer la représentation de la droite (AB).

2. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la droite (AB) avec le plan

(O;T,]) .
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Application 10
Dans un repére orthonormé, le plan P a pour équation 2x—y+3z—-2=0.

Soit A(12;-3) et B(-12;0)
1. Démontrer que la droite ( AB) et le plan P sont sécants.
2. Déterminer leur point d'intersection.

Application 11
Dans un repére orthonormal (O;i, j;K) de I’espace, on donne :
A(0;1-1), B(21-2) et C(10;-2).
1. Démontrer que les points déterminent un plan.
2. Déterminer un vecteur n normal du plan( ABC).
3. Déterminer une équation du plan( ABC).
4. Déterminer une équation du plan P parallele au pIan(ABC) passant par D(—1;2;1).
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Application 13

Dans un repére orthonormé, on donne les points A(1;2;-3), B(3;0;1) et C(2;-11).
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point C sur la droite (AB) :
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Résumé : Pour démontrer des positions relatives

e d droite de vecteur directeur .

P plan de vecteur normal 7.

d et P sont...
mn
u
. - d
paralléles un=20
/2
(f n
u
sécants un+0
P
i
T
orthogonaux U et 7 colinéaires
1
P
e P, plan de vecteur normal 7i;.
P, plan de vecteur normal 11,.
P; et P, sont...
I r-_‘
—_— — 3 A P2
paralleles n, et n, colinéaires Im
P
3
a 3
/ &
sécants 7, et ., non colinéaires

Py

perpendiculaires

n,.m; =0
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