www.mathselbaz.com

13 : Calcul intégral I

|. Intégrale d’une fonction continue positive

1. Unité d'aire

Introduction

Dans le repere (O,I,J), le rectangle rouge a

comme dimension 1 sur 1.
11 s'agit du rectangle "unité" qui a pour aire 1
unité d'aire. On écrit 1 u.a.

L'aire du rectangle vert est égale a
8 fois l'aire du rectangle rouge. 0 1 2 3 1

L'aire du rectangle vert est donc égale a 8 u.a.
Lorsque les longueurs unitaires sont connues, il est possible de convertir les unités d'aire en

unités de mesure (le cm” par exemple).

2. Intégrale d’une fonction positive

Dans tout ce paragraphe, f et g sont des fonctions continues et positives sur un intervalle [a; b] .
C, est la courbe représentative de la fonction f.

Définition

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] .
On appelle intégrale de f sur I'intervalle[a;b] le nombre qui exprime l'aire, en ua, du
domaine délimité parC, , I'axe des abscisses, et les droites d'équation x=a et x=D.

Ce nombre est noté j: f(x)dx.

T =a r=2b

Intégrale de f sur [a; b]
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Remargues

b . . s A
. I f (x)dx se lit «intégrale de aa b de f(x)dx.
a
e aetbsont les bornes de l'intégrale et x est une variable muette ; elle n'intervient pas dans
.. , . b b
le résultat. Ainsi on peut écrire I f (x)dx :j f(t)dt.
a a

e dXx nous permet de reconnaitre la variable d’intégration.

Application 1
1. Calculer A= Jj(%x+3) dx a partir du graphique suivant :

5

4

2. Calculer 1 =J'_323dx, et J :jls(S—x)dx.
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3. Encadrement de P’intégrale d’une fonction positive et croissante

Méthode des rectangle
Soit une fonction f continue, positive et monotone sur un intervalle [a;b]

On partage l'intervalle [a;b] en n sous-intervalles de méme amplitude | = B.
n

Sur un sous-intervalle [x; X+ I] , I'aire sous la courbe est comprise entre l'aire de deux

rectangles :
e L’unde dimension | et f(x) quiapouraire: Ix f(x) ;

e L’autre de dimension l et f (x+1) quiapouraire: Ix f(x+1).

a A I 1 f' b

Sur l'intervalle [a;b] , I'aire sous la courbe est comprise entre la somme des n rectangles

"inférieurs™ et la somme des n rectangles "'supérieurs".
Voici un algorithme écrit en langage python permettant d'obtenir un tel encadrement pour la

fonction f (x)=x’ sur I’intervalle [a;b]

from math import
def rectangle(a,b,n):
[=(b-a)/n
X=a
m=0
p=0
for iin range(0,n):
m=m-+[*x**2
X=X+l
p:p+l+xn2
return m,p

Si intervalle est [1;2] et on choisit n =100 on obtient :

>=>>rectangle(1,2,100)
(2.2182500000000032, 2.248350000000002)
2>

On peut en déduire que 2,31< LZ x’dx < 2,35.
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Ala Tl Nspire : Menu 4 —3

On trouve : LZ x2dx = % ~ 2,33

4, Intégrale d’une fonction négative

Propriété

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a;b] .
L’aire, en ua, du domaine délimité parC, , I'axe des abscisses, et les droites d'équation x =a

et x=Db est égale a —j: f(x)dx.

5. Propriétés de I’intégrale

Propriétés
. La f(x)dx=0

. I: f (x)dx=—.|‘:) f (x)dx

. r i (x)dx+_[cb f (x)dx=j: f (x)dx (Relation de Chasles)

a

Application 2

En considérant des calculs d’aires, calculer J.15(2 - X) dx.
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I1. Intégrale et primitives

1. Fonction définie par une intégrale

Théoreme

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] :

La fonction F définie sur [a;b] par: F(x)= LX f (t)dt est la primitive de f qui s’annule en

a.

Conséquence

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.

Application 3
Soit f la fonction définie sur [2;10] par: F(x)= J':%dt .

1. Etudier les variations de F sur [2;10].
2. Déterminer I’expression de F (x) en fonction de x.
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2. Calcul d’intégrales

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] .

Si F est une primitive de f alors j: f(x)dx=F(b)-F(a).

Démonstration

La fonction G définie sur [a;b] par G(x) =LX f (t)dt estune primitive de f sur [a;b]d’apres

le premier théoréme vu plus précédent.

Si F est une primitive de f alors pour tout x de [a;b], ona: G(x)=F(x)+k, kun réel.

En effet, deux primitives d’'une méme fonction différent d’une constante.

De plus, G(a)zj.:f(t)dtzo et G(a)=F(a)+k donc k=—F(a).

Or G(b)=|"f(t)dt=F (b)+k=F (b)-F (a).

Définition

sur [a;b].

On appelle intégrale de f sur [a;b] la différence F(b)-F(a).

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1, a et b deux réels de | et F une primitive de f

Notation
b
[}t (x)ax=[F(x)], =F (b)-F ()
Application 4
Calculer les intégrales suivantes :
A= _[23(3x2 +2x—-1)dx B= J‘_lle’“dx C= Led—: = J.O exe+1dx
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I11. Propriétés des intégrales

1. Linéarité

Propriété

e Pourtout réel k,ona: _[: kf (x)dx = kj: f (x)dx

. I: f (x)+g(x)dx=J': f (x)dx+j:g(x)dx

Application 5
2z 2 27 . 2
On pose : A:L cos” xdx et szo sin“ xdx .
1. Calculer A+B et A—B.

2. En déduire A et B.
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2. Inéqgalite

Propriété
Pour tout x de [a;b].
e Si0< f(x) alors Osj: f (x)dx.

e Si f(x)<g(x) alors I:f(x)dxsj:g(x)dx

Application 6
1. Démontrer que pour tout x de [0;1],ona: 0< X <e*,

2. En déduire que : 0§I:exzdx <e-1.
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IV. Intégration par parties

Théoreme

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a;b].

Alors, ona: I:u (x)v'(x)dx=[u (x)v(x)]:1 —J':u '(x)v(x)dx

Remargue

Dans une intégration par parties, on dérive en priorité :
Logarithme — Polynéme — Exponentielle - Trigonométrie

A= J?xcos(x)dx

Application 7

Calculer les intégrales suivantes :

B =_[: x*sin(x) dx

C =Leln(x)dx
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V. Applications du calcul d’intégrale

1. Aire entre deux courbes

Application 8

On considere les fonctions f et g définies par f (x)=x*+1 et g(x)=—-x*+2x+5.
On admet que pour tout x e[-1,2], g(x)> f (x).

Déterminer I’aire du domaine compris entre les courbes C; et C, .

2. Valeur moyenne d’une fonction

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] avec a=b.

On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le nombre réel m= bij‘b f(x)dx.

a

—a
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Interprétation géométrique
Ce nombre correspond a la hauteur du rectangle de base b—a dont l'aire est égale a l'aire
sous la courbe C; sur I’intervalle [a;b].

Mp-------- e

Application 9
Calculer la valeur moyenne de la fonction f définie par f (x) =3x? —6x+2 sur l'intervalle

[15].

Application 10
On modélise, a I'aide d'une fonction, le nombre de malades lors d'une épidémie. Au n-ieme

jour apres le signalement des premiers cas, le nombre de malades est égal a f (x) =16x* —x°.
Déterminer le nombre moyen de malades chaque jour sur une période de 16 jours.
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3. Suites et intégrales

Application 10

n
On considere la suite d’intégrales (1) définie pour tout entier n, par : I, = .[le x(Inx) dx

n

1. Calculer 1,.

2
. NS : . e’ n+l
2. A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que : |, = CETE l,.
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