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13 : Variables aléatoires et lois des grands nombres I

I. Somme de variables aléatoires

Exemple

On considére deux jeux dont les gains sont donnés :
* pour le premier jeu, par la variable aléatoire X qui prend les valeurs 1 et 2.
* pour le second jeu, par la variable aléatoire Y qui prend les valeurs —2, 3 et 4.

Par exemple, I’événement (X =1) (Y =-2) signifie qu’on a gagné 1€ au premier jeu et

perdu 2€ au deuxiéme jeu.

Considérons la variable aléatoire somme X +Y donnant le gain total cumulé aux deux
jeux. Alors la variable aléatoire X +Y peut prendre les valeurs : -1, 0, 4, 5 et 6.

En effet, on a par exemple X +Y =0 avec (X =2)n(Y =-2).

Par ailleurs, pour calculer par exemple, la probabilité de I’événement X +Y =5 , on
cherche toutes les sommes X +Y égales a 5.
Onaainsi :P(X +Y =5)=P((X =1)n(Y =4))+P((X =2)n(Y =3)).

Si de plus, les évenements X et Y sont indépendants, alors on a :
P(X+Y =5)=P(X =1)xP(Y =4)+P(X =2)xP(Y =3)

Définition

Soit X et Y deux variables aléatoires.
La loi de probabilité de la variable aléatoire somme X +Y est donnée par :

P(X+Y=k)= > P(X=i)nP(Y=])

i+j=k

Si de plus les évenements (X =i) et (Y = j) sont indépendants, alors on a:
P(X+Y =k)= > P(X=i)xP(Y=]j)

i+ j=k
On dit dans ce cas que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Exemple

Si par exemple, k = 2 alors :
P(X+Y=2)=P(X =2)xP(Y =0)+P(X =1)xP(Y =1)+P(X =0)xP(Y =2)
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Exercice 1 : Déterminer la loi d’une somme de variables aléatoires

On considere le jeu suivant qui se déroule en deux parties :
e Lapremiere partie consiste & lancer une piéce de monnaie. Si on tombe sur pile, on
gagne 1€. Si on tombe sur face, on gagne 2€.
e Ladeuxieme partie consiste a lancer un dé a 6 faces. Si on tombe sur un chiffre pair
on gagne 1€, si on tombe sur le « 3 » ou le « 5 », on gagne 2€, si on tombe sur le
«1» on perd 5€.
La variable aléatoire X désigne les gains a la premiére partie, la variable aléatoire Y désigne
les gains a la deuxieme partie.
On considere que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Etablir la loi de probabilité de la variable somme S = X +Y donnant le gain total cumulé &
la fin des deux parties.

Correction
Dans le tableau ci-dessous, on présente toutes les sommes possibles :

X
Y 1 (2
-5 3
1 2 3
2 3 4

Ainsi, ona:
PS=-4)=P(X=1)n(Y =-5))
= P(X = 1) X P(Y = —=5) en effet, les variables X et ¥ sont indépendantes.
1 1 1
=— X —=—
2 6 12
P(S=-3)=PX =2)xP(Y =-5)
1 1 1
= =¥ —=
6 12

P(S=2)=P(X=1)xP(Y =1)

1 1 1

= —X—=—

2 2 4
PE=3)=PX=DxPY =2)+PX=2)xP(Y=1)

1 1 1 1 1+1 5

= — X — — X === _= —

2 3+2 2 6 4 12
P(S=4)=P(X =2)xP(Y =2)

1.1 1

27376

On peut présenter la loi de probabilité de S dans un tableau :

k -4 -3 2 3 4

1 1 1 5 1

P(S =k) e ey - - -
12 12 4 12 6
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I1. Espérance et variance de combinaisons linéaires de variables aléatoires

Propriéeté

E(aX +b)=aE(X)+b

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

V(aX +b)=a®V(X)

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes :V (X +Y )=V (X )+V (Y)

Application

Soit X une variable aléatoire telle que E(X)=10 etV (X)=4.

Soit Y une autre variable aléatoire telle que E(Y)=0etV(Y)=1.

Calculer l'espérance et la variance des variables aléatoires suivantes :
Z=2X-15 T=X+Y U =-5Y

Correction

Par linéarité de I'espérance,ona E(Z)=2E(X)-15=2x10-15=5.
V(Z)=2°V(X)=16.

Par linéarité de I'espérance,ona E(T) = E(X)+ E(Y)=10+0=10.
En I'absence d'information sur I'indépendance des expériences aléatoires associées aux variables X etY, on

ne peut appliquer la formule sur la variance de la somme. On ne peut donc pas déterminerV(T).

Par linéarité de I'espérance, ona E(U) = —5E(Y)=0et V(U) = (-5)* V(Y) = 25x 1= 25,

Exercice 2 : Simplifier les calculs d'espérance et de variance

Une entreprise qui fabrique des roulements & billes fait une étude sur une gamme de billes
produites. Le diameétre théorique doit étre égal a 1,3 cm, mais cette mesure peut étre
Iégérement erronée.

L’expérience consiste a tirer au hasard une bille d’un lot de la production et & mesurer son
diamétre.

On considere la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son diametre.
La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X; 1,298 [ 1,299 | 1,3 | 1,301 | 1,302
P(X=x)| 02 | 01 | 02| 04 | 01

Calculer I’espérance et 1’écart-type de la loi de probabilité de X.

Aide : Poser Y =1000X —1300
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Correction

Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.
La loi de probabilité de Y est alors :

Vi -2 -1 0 1 2
PY=y)]|02]01]02]04]01

Calculons l'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :
E(Y)=-2%x024+(-1)x01+1x04+2x%x01=0,1
V¥)=02%x(-2-01)2+01%x(-1-0,1)24+0,2%x(0—0,1)2 + 0,4 x (1 —0,1)?
+0,1 x (2—-0,1)?
= 1,69

On en déduit I'espérance et |a variance de la loi de probabilite de X :
E(Y) = E(1000X — 1300) = 1000E(X) — 1300
E(Y)+1300 0,1+1300

Donc: E(X) = =1,3001
1000 1000
V(Y) = V(1000X — 1300) = 10002 V (X)
v(Y) 1,69
Donc:V(X) = =

10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = ’10002 = Too00 — 0,0013

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et 6(X) = 0,0013 cm.

Exercice 3 : Calculer une espérance et une variance a I’aide d’une somme de variables
aléatoires

Sur un axe gradué, on dépose une petite goutte de confiture a la fraise au point d’abscisse
10. Moshé pose une fourmi sur 1’origine de I’axe gradué. Attirée par la confiture, la fourmi
se déplace de fagon aléatoire d’une unité vers la droite (sens positif) avec la probabilité de

2 et d’une unité vers la gauche (sens négatif) avec la probabilité de % .

On suppose que les déplacements de la fourmi sont indépendants les uns des autres.
Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire valant 1 si la fourmi se déplace

vers la droite au n-ieme déplacement et valant —1 si elle se déplace vers la gauche.
Onnote S, = X, + X, + X, +...+ X, la variable aléatoire somme des X;,.

N wlir
I

A @,

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1. Calculer E(X;) etV (X;).
2. En déduire E(S,) etV (S,).

3. Au bout de combien de déplacements, la fourmi peut-elle espérer théoriquement
atteindre la goute de confiture ? Calculer (S, )dans ce cas.
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Correction

1) On etablit la loi de probabilité de X, :

X —1

1
P(Xx = x;) §

| D=

2)Ona: S, =X, +X; +--+ X,
Donc la variable aléatoire S,, donne I'abscisse de la fourmi aprés n déplacements.
Etona:E(Sy) = E(Xy + X + -+ X))
=EX) +EXz) + -+ E(Xy)
= nE(Xk)
_n
3
Et:V(S,) =V(X, + X, + -+ X,)
=V(X,) +V(X,) + -+ V(X,), car les variables sont indépendantes.
=nV (Xy)
_ 8n
9

3)E(S,) = 10
n

—=10
3
n =30
Apres 30 déplacements, Sophie peut espérer théoriquement atteindre la go(te de confiture.
8x30 s
0(S30) =V (S30) = /V(S30) = 5~ 5,2 unités.

Propriété : Espérance, variance et écart type pour une loi binomiale

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et p.
E(X)=np V(X)=np(l-p) o (X) =V (X)

Exercice 4 : Calculer I’espérance, la variance et I’écart-type pour une loi binomiale

On lance 5 fois de suite un dé a six faces. On considére comme succes le fait d'obtenir 5 ou
6.
On considére la variable aléatoire X donnant le nombre de succes.

Calculer E(X), V(X) et o(X).
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Correction
1
La variable aléatoire S suit la loi binomiale de parametres p = 3 etn =>5.
5
E(S) :5x§:§'- 1,7
Ves) =5 1 2 10
=5X-—X-—=—
3 3 9
10 +10
o) = |—=——
9 3

En moyenne, on peut espérer obtenir environ 1,7 fois un 5 ou un 6, en 5 lancers.

I11. Inégalité de concentration

Propriété : Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire a valeurs positives et soit a un nombre réel strictement positif.
Ona:
E(X)

a

P(X>a)<

Exemple

Soit X une variable aléatoire d’espérance 1. Alors P(X = 100) < 0,01

Propriété : Inégalité de Bienaymé Tchébychev

Soit X une variable aléatoire et soit t un nombre réel strictement positif. On a:

P(\X—E(zt)\)s\sz)

t

Application

Le nombre de piéces fabriquées dans une usine en une journée suit une variable aléatoire
d'espérance 50 et de variance 25.

Donner deux majorations de la probabilité que la production dépasse sur une journée 75
piéces.
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Correction

On note X la variable aléatoire égale au nombre de piéces fabriquées un jour donné.
On cherche a majorer P(X = 75).

D'apres I'inégalité de Markov, aveca =75,ona P(X =75) =< 127(/;().
E(X) _50_2 : 5 _—_—The
Or 75 = 75 — 3 +cequi donne une premiéere majoration : P(X =75) < 3

Une seconde majoration peut étre obtenue a l'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour cela, on
fait apparaitre la bonne « forme » : on dit que I'on centre la variable X en lui retranchant son espérance.
P(X =75)=P(X-50=25)= P(X —50/ = 25)

(Y
OrP(X-501=25)=< ‘2(5‘—);—) d'apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
V(X)_ 25 _ 1
252 252 25

ce qui est une seconde majoration.

Donc P(X =75)< P(X — E(X)| = 25)<

P Y > = 1
Onadonc P(X =75) g

Remarque : Il apparait clairement ici que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev fournit une majoration bier|
plus précise que l'inégalité de Markov. On privilégiera en général l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

1V. Loi des grands nombres

Définition

On considere n expériences aléatoires identiques et indépendantes.
Onnote X,, X,,..., X, les variables aléatoires associees a ces experiences, toutes de méme

loi.
Onnote: S, =X, +X,+..+X, et M =—"

M, s'appelle la moyenne empirique des variables X,, X,,..., X,.

Théoreme : Loi des grands nombres

On considere une expérience aléatoire et X la variable aléatoire associée a cette expérience,
d'espérance E(X) et de variance V (X).

On répéte n fois cette expérience de maniére indépendante. On obtient un échantillon de
taille n composé de n variables aléatoires X, X,,..., X,.

Les variables X,, X,,..., X, ont la méme loi (elles ont donc la méme espérance E(X) et la
méme variance V (X)).
V(X)

nt?

Pour tout nombre réel t >0, P(\Mn —E(X)|2t)<

Autrement dit, ona lim P(|M,—E(X)|>t)=0

N—-+o0

On dit que M, converge en probabilité vers E(X) lorsque n tend vers +oo.
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Application

Soit une variable aléatoire X d'espérance 3 et de variance 0,2.
Soit M la variable aléatoire moyenne d'un échantillon de taille n de la variable aléatoire X.

1. Déterminer un majorant de P(|Mn -3 20,1) P(|M,, — 3| = 0,1) pour n=100, pour

n=1000, puis pour n=10000. Que constate-t-on ?
2. Démontrer et interpréter le résultat précédent.

Correction
1.Onsaitque: P(IM,, —E(X)| =t) < %
. ) _ 0,2
Iciona:P(|M, —3]=0,1) < T

Plus simplementona: P(|M,, —3| = 0,1) < ?
Pour n = 100, P(IM, — 3| = 0,1) < =~ = 0,2
Pour n = 1000, P(IM;, — 3| 2 0,1) < - = 0,02
Pour n = 10 000, P(IM, — 3| 2 0,1) < == = 0,002

On constate que plus nest grand plus la probabilité P(|M,, — 3| = 0,1) se rapproche de
0.

2. D’apres la loi des grands nombres, on a : lirp P(IM,, —E(X)|=t)=0
n—->—+0o
Soit, dans le contexte de ’exercice : lirp P(IM,, —3|=t)=0
n—->—+0o

Plus la taille de 1I’échantillon est grande, plus I’écart entre la moyenne M,, et I’espérance
de la variable aléatoire Xest faible.

Exercice bac : Métropole J2 — juin 24

On interroge au hasard dix etudiants. Les variables aléatoires N,,N,,...,N,, modélisent la

note sur 20 obtenue a I’examen par chacun d’entre eux. On admet que ces variables sont
indépendantes et suivent la méme loi binomiale de parameétres (20 ; 0,615).
Soit S la variable définie par S=N, + N, +...+ N, .

5. Calculer I’espérance E(S) et la variance V (S) de la variable aléatoire S.

6. On considére la variable aléatoire M = %

a. Que modélise cette variable aléatoire M dans le contexte de 1’exercice ?
b. Justifier que E(M)=12,3 et V(M )=0,47355.
c. A I’aide de I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, justifier 1’affirmation ci-dessous.

« La probabilité que la moyenne des notes de dix étudiants pris au hasard soit strictement
comprise entre 10,3 et 14,3 est d’au moins 80% ».
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Correction

5. Comme les dix variables aléatoires suivent la méme loi binomiale de parametres
20 et 0,615, chacune de ces variables aléatoires a

e pourespérance: E(N;))=nxp=20x0,615=12,3;
e etpourvariance: V(N;)=nxpx(1-p)=20x0,615x0,385=4,7355.

S étant la somme de ces dix variables aléatoires, on a:

o E(S)=E(N7)+E(N>)+:--+E(Nyjg)=12,3+12,3+...+12,3 =123;
e comme les variables aléatoires sont indépendantes,
V(S) = V(N + V(N2 + - + V(Nyg) =10 x 4,7355 = 47, 355.

6. a. Lavariable aléatoire M donne la moyenne des notes obtenues par un groupe
(un échantillon) de 10 étudiants choisis au hasard.

b. On abien

1 1
* E =—xE(S§)=—x123=12,3;
(M) 0 (S) 0

12 1
e V(M)=|—| xV(S)= — x 47,355 = 0,473 55.
(M) (10) (5) 100

c. On remarque que l'intervalle de notes considéré : ]10,3 ; 14, 3[ est un inter-
valle centré sur l'espérance de M, autrement dit, la probabilité qui nous inté-
resse est celle de 'événement: A= {|M-E(M)|<2}.

Lévénement contraire de cet événement est: A= {|M—E(M)| >2}.
Linégalité de Bienaymé-Tchebychev affirme que :

V(M) 0,47355
2 4

< P(IM-12,3| >2) <0,1183875

< P(IM-12,3|<2)>1-0,1183875

2

< P(IM-12,3|<2) >0,8816125
Laffirmation « La probabilité que la moyenne des notes de dix étudiants pris
au hasard soit strictement comprise entre 10,3 et 14,3 est d’au moins 80 % »
est donc bien correcte, la probabilité que cet événement soit réalisé étant su-
périeure a 0,88, elle est aussi supérieure a 0,8 qui correspond a 80 %.

P(IM-EM)| >2) < < P(IM-12,3|>2) <
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Exercice bac : Métropole J2 (dévoilé) — juin 24

Une société demande a un institut de sondage de faire une enquéte sur le profil de ses
clients réguliers. L’institut a élaboré un questionnaire en ligne constitué¢ d’un nombre
variable de questions. On choisit au hasard un échantillon de 1000 clients réguliers, a qui le
questionnaire est proposé.

On considere que ces 1 000 clients répondent.

e Pour les remercier, la société offre un bon d’achat a chacun des clients de
I’échantillon. Le montant de ce bon d’achat dépend du nombre de questions posées
au client.

e La société souhaite récompenser particulierement les clients de I’échantillon qui ont
acheté une carte de fidélité et, en plus du bon d’achat, offre a chacun d’eux une
prime d’un montant de 50 euros versée sur la carte de fidélité.

On note Y, la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 1 000 clients réguliers, associe

le total, en euros, des montants du bon d’achat des 1 000 clients.

On admet que son espérance E(Y,) est égale & 30 000 et que sa variance V (Y, ) est égale &
100 000.

On note X, la variable aléatoire qui, a chaque échantillon de 1 000 clients réguliers,
associe le nombre de clients ayant acheté la carte de fidélité parmi eux, et on note Y, la
variable aléatoire qui, & chaque échantillon de 1 000 clients, associe le total, en euros, des
montants de la prime de fidélité versée. On admet que X, suit la loi binomiale de
parameétres 1 000 et 0,47 et que Y, =50X, .

1. Calculer I'espérance E(X,) de la variable X, et interpréter le résultat dans le contexte
de I’exercice.

Onnote Y =Y, +Y, la variable aléatoire égale au total général, en euros, des montants

offerts (bon d’achat et prime de fidélité) aux 1 000 clients. On admet que les variables
aléatoires Y, et Y, sont indépendantes.

On note Z la variable aléatoire définie par Z = ——.
1000

2. Préciser ce que modélise la variable Z dans le contexte de 1’exercice. Vérifier que son
espérance E(Z) est égale a 53,5 et que sa variance V (Z) est égale & 0,72275.

3. A I’aide de I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, vérifier que la probabilité que Z soit
strictement compris entre 51,7 euros et 55,3 euros est supérieure a 0,75.

Terminale spécialité Page 10 sur 13



http://www.mathselbaz.com/

www.mathselbaz.com

Correction

1. Lavariable aléatoire X suit la loi binomiale de parameétres n = 1000 et p = 0,47 donc
son espérance E(X) est égale a np =1000 x 0,47 = 470.

Cela signifie qu’en moyenne, sur un échantillon de 1 000 clients réguliers, il y en aura
470 qui ont acheté la carte de fidélité.

2. Lavariable Z représente la moyenne par client des montants offerts aux 1 000 clients.

¢ On utilise la linéarité de I'espérance.

E(Y)
o5 donc E(Z) = ===, et Y = ¥; + ¥, donc E(Y) = E(Y;) + E(Yy).

De plus, Y> =50X; donc E(Y2) =50E(X;) =50 x 470 = 23500
On sait que E(Y7) = 30000.

On en déduit que : E(Y) = E(Y;) + E(Y>) = 30000 + 23500 = 53500, et donc que

E(Y) 53500
E(Z)=——= =53,5.
1000 1000

e Les variables étant indépendantes, on va utiliser I'additivité de la variance.
V(Y)=V(V1+ ) = V() + V(Ya), V(Ya) = V(50X;) = 502V (X,) = 2500V (Xy),

V(Y) V(Y)
et V(Z)= V[ ) = =
1000) 10002 106

La variable aléatoire X, suit la loi binomiale de parametres n=1000 et p = 0,47
donc sa variance V(X;) est égale a np(1—p) =1000 x 0,47 x (1 -0,47) = 249,1.
On en déduit que V(Y2) =2500V (X2) = 2500 x 249, 1 = 622 750.

On sait que V(Y1) = 100000 donc

V(Y) = V(Y1) + V(Y2) = 100000 + 622750 = 722750.
V(Y) 722750
V(Z)= =

106 106

=0,72275

3. Lavariable aléatoire Z a pour espérance E(Z) = 53,5 et pour variance V (Z) =0,72275
donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a:

V(Z
pour toutd € |0; +oo[, P(|Z-E(2)| 2 6) < 6(2 ).
51,7< Z <553 < 53,5-1,8<Z<53,5+1,8 < -1,8<7Z-53,5<1,8
< |Z-53,5|<1,8

En remplacant E(Z) et V(Z) par leurs valeurs, et en prenant § = 1,8, l'inégalité de

0,72275
Bienaymé-Tchebychev devient : P [|Z —53,5| > 1,8) < T

0,72275
En considérant I’événement contraire, on a : P [|Z - 53,5| <1,8)>1- e
0,72275
1-—=0,777
1,82

Donc la probabilité que Z soit strictement compris entre 51,7 euros et 55,3 euros est
supérieure a 0,75.
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Exercice bac : Métropole — Sept 24

On admet que les masses des cachets sont indépendantes les unes des autres. On préleve
100 cachets et on note M,, pour i entier naturel compris entre 1 et 100, la variable aléatoire

qui donne la masse en gramme du i-eme cachet préleve.

On considére la variable aleatoire S définie par : S=M, + M, +...+ M.

On admet que les variables aleatoires M,, M,, ..., M, suivent la méme loi de probabilité
d’espérance p =2 et d’écart-type o.

1. Déterminer E (S) et interpréter le résultat dans le contexte de I’exercice.

2. On note s I’écart type de la variable aléatoire S.

Montrer que : s=10c.

3. On souhaite que la masse totale, en gramme, des comprimés contenus dans une boite soit
strictement comprise entre 199 et 201 avec une probabilité au moins égale a 0,9.

a. Montrer que cette condition est équivalente a : P(|S —200| 21) < 1.

b. En déduire la valeur maximale de o qui permet, a I’aide de I’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, d’assurer cette condition.
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Correction

1. Chaque variable aléatoire M; suit une loi de probabilité d’espérance p = 2.
S=Mi+Mz+...+ Moo
On utilise la linéarité de 'espérance donc :
ES)=EM;+Ms+...+ Mjgo) =E(M;)+E(My)+...+ E (M) =100 x 2 =200

La masse de 100 cachets est donc en moyenne de 200 grammes.

2. Onnote s I'écart type de la variable aléatoire S.

Chaque variable aléatoire M; suit une loi de probabilité d’écart-type o, donc de va-
riance V (M;) = o°.
Les variables M; étant indépendantes, on va utiliser I'additivité de la variance :

V() =V(Mi+My+...+ Migg)=VM)+V(Ma)+...+ V (Mjgo) = 1000

s=V(S) = V10002 = 100

3. On souhaite que la masse totale, en gramme, des comprimés contenus dans une
boite soit strictement comprise entre 199 et 201 avec une probabilité au moins égale
a0,9, c’est-a-dire que P(199 < § <201) > 0,9.

a 199<85<20]1 <= 199-200<5-200<201-200 < —-1<8-200<1
< |S-200|<1
Donc P (199 < § <201) = P(|S-200| < 1)
En prenant I'événement contraire :
P(|S-200/<1)>0,9 < P(|S-200|>1)<0,1
b. La variable aléatoire S a pour espérance E(S) = 200 et pour variance V(S) =
10002 donc, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a:
V(S)
pour toutd € |0; +oo[, P(|S—E(S)| > 6) < 7

- 10002
c'est-a-dire, pour tout § € ]0; +oo|, P(|S—200| > 6) < 52

On cherche o pour que P (|S-200| >1) <0,1.

On prend 6 = 1 donc I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev devient :
2

1000
P(|S-200[>1) < — — C'est-a-dire P(|S—200| >1) < 1000°
1 suffit que 10002 < 0,1 donc que 02 < 1073, et donc que o < V1073,
La valeur maximale de o qui permet d’assurer la condition requise est
o=v10"3~0,0316.
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