» Baccalauréat Métropole 13 septembre 2021 o

EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE
Candidats libres

Le candidat traite 4 exercices : les exercices 1, 2 et 3 communs a tous les candidats et un seul

des deux exercices A ou B.

EXERCICE 1 commun a tous les candidats 4 points
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1. On peut affirmer que :
a. f'(-0,5)=0
Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse —0,5 est manifeste-
ment positif Faux
b. si x€]—oo0; —0,5[, alors f'(x) <0
Le nombre dérivé s’annule en a peu préesen x = —1,5 Faux
c. f(0)=15
_ . 20-5 _
Graphiquement f'(0) = T0 - 15 Vrai
d. lafonction dérivée f’ ne change pas de signe sur R
Faux

f' est négative sur | —oo; —1,5[ et positive sur ] — 1,5 ; +oo[

2. On admet que la fonction f représentée ci-dessus est définie sur R par
f(x) = (ax+ b)e*, ol a et b sont deux nombres réels et que sa courbe coupe I'axe des

abscisses en son point de coordonnées (-0,5 ; 0).
On peut affirmer que :

a. a=10etb=5

b. a=2,5etb=-0,5

c. a=-1,5etb=5
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d. a=0etb=5
Graphiquement f(0) =5 < be’ =5 < b=5;
D’autre part f est dérivable sur R et sur cet intervalle :
f'(x) = ae* + (ax+ b)e* =e*(ax+a+Db).
Onavuque f'(0)=15 < a+b=15 < a+5=15 < a=10:laréponse a. est
vraie.

3. On admet que la dérivée seconde de la fonction f est définie sur par:

f"(x) = (10x +25)e”.

On peut affirmer que :
a. Lafonction f est convexe sur R
b. Lafonction f est concave sur R
c. Le point C est 'unique point d’inflexion de €
d. €¢¢ n'admet pas de point d'inflexion

f"(x) =0 < (10x+25)e* =0 < 10x+25 =0 (car e* > 0 quel que soit x € R); donc
f"(x) =0 < x=-2,5:Cestdonc'unique point d’inflexion. Réponse c.

4. On considere deux suites (U,) et (V,;) définies sur N telles que :

e pour tout entier naturel n, U, < Vj,;

e lim V,=2.
n—-+oo
On peut affirmer que :

a. la suite (U,) converge
Non car par exemple si U, = —netV, =2+ 1 ces deux suites vérifient 'énoncé
et la suite (U,) diverge; "

b. pour tout entier naturel n, V;, <2
Non avec Vn:2+% onaV, >2;

c. la suite (Uy,) diverge
Non avec par exemple U, =1 — % etV,=2+ %, les deux suites vérifient I’énoncé
et la suite (U,) converge;

d. lasuite (U,) est majorée

On sait, d’aprés le cours que toute suite convergente est bornée; donc la suite
(V) est majorée et donc il existe un réel M tel que, pour toutneN, ona V,, < M.

Or pour tout n € Non a Uy, < V};; on en déduit que pour tout neN,ona U, < M
et donc que la suite (U,,) est majorée. Réponse d.
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Exercice 2 commun a tous les candidats 5 points
1
Soit f la fonction définie sur l'intervalle ~3 +oo| par:
4x
X) =
) 1+3x

1
On considere la suite (u,) définie par: uy = 3 et, pour tout entier naturel n, u,;1 = f (un).

1
1. Onadonc pour n =0, u1=f(uo)=f(z)=—=

1
2. On admet que la fonction f est croissante sur I'intervalle 3 ; +00

a. On veut montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a:

1
E< Up < Up1 S 2.
. 1 4 1 1 4
Initialisation:onauy=—-etu; = —;deplus - < - < -<2,donc:
2 5 2 2 5
1
5 < up < up < 2:l'encadrement est vrai au rang 0;

1
Hérédité : on suppose que pour 1 >0, 3 Sup<Luper <2
La fonction f étant croissante les images des quatre nombres ci-dessus sont ran-
1
gées dans le méme ordre, soit : f(i) < flup) < flups) < f(2).

1) 4 8 8

Oronavuque f(-|=-etona f(2) = —==;
a f(Z) 5 /@ 1+6 7

<

~N |

4
de plus f(uy) = up1 et f(ups1) = Ups2 donc 5 S Unil SlUps2 <
1 4 8
Or > < s et - < 2; on adonc finalement :

1 .
5 L Upy1 < Upso < 2:1'encadrement est donc vrai au rang n + 1.

Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai aurang n > 0, il est
vrai au rang n + 1 : par le principe de récurrence pour tout entier naturel #,on a:

1
Egungurwlgz-

b. La suite (u,) est croissante et elle majorée par 2, elle est donc convergente vers

1
une limite ¢ telle que : 5 </<L2.

c. Lafonction f est continue car dérivable au moins sur R, donc la limite ¢ vérifie
I'égalité f(¢) = ¢; on résout cette équation :

4¢
fO=¢ = mzf — 40 =0(1+3¢) < 0=¢(1+30-4)
=0 ¢ =0

l
@5(35—3):0@38(5—1):0@[ ou — ou
/-1=0 ¢ =1
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1
Comme ¢ > X la seule solution possible est 1; la suite (u,,) converge vers 1.

3. a.

b.

On complete la fonction Python ci-dessous qui, pour tout réel positif E, déter-
mine la plus petite valeur P telque: 1 —up < E:

def seuil(E) :
u=0,5
n=0
whilel—u<E
u

u=
1+3u
n=n+1

return n

On obtient 17 = 0,999939, donc 1 - u; < 10~ Le programme renvoie n = 7.

4. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel 7, par :

Métropole

Un
v, =
1-u,
. Up+1 . . PP
Pour tout entier naturel n, v, = I soit en utilisant la définition de u;4 :
—Un+1
4u,
1+3u, . . qs
Un+1 = —,— soit en multipliant chaque terme par 1 +3u,, :
_ n
1+3u,
du, u, Up

= =4
1+3u,—-4u, 1-u, 1-u,

Légalité, vraie pour tout naturel n, v,4+1 = 4v, montre que la suite (v,) est géo-
1
Ug _ 2

l-uy 1- % B
On sait qu’alors, pour tout entier naturel n, v, =1 x4" =4",

Up+1 = =4vy.

=1.

métrique de raison 4, de premier terme vy =

NN

Quel que soit n e N,

= vyl-uy)=u; < V,—UVp=U < Vjp=UyVUp+ U &
Vp=uy(vy+1).

Comme v, =4",v,, > 1, donc v, +1 > 2, donc v, + 1 # 0 et finalement en multi-
. Un
, on obtient u,, =
nt+l vp+1
On sait que quel que soit n € N, v, = 4", d’oli en remplacant dans I'écriture

précédente :

pliant par

quel que soit n e N.

n
1
U, = et en multipliant par — :
T an 4 p Pat
1 1 1" (1\" 0o 1
Uy = - Or—=—=|-| =0,25 ,dottuy,=——.
1+4—n 4n - 4qn 4 1+0,25"

1
Comme 0< 0,25 < 1, on peut dire que lim 0,25" =0, donc lim u,=——=1.
n—+oo n—-+oo 1+0
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Exercice 3 commun a tous les candidats 5 points

Les parties I et Il peuvent étre abordées de facon indépendante.
Partie I : Effet de I'introduction d’'une nouvelle espéce.

Soit f la fonction définie pour ¢ € [0; 120] par :

£(6) = (0,041% — 81 +400) €% + 40.

La variable ¢ représente le temps écoulé, en jour, a partir de I'introduction a l'instant £ = 0
des truites dans le lac, et f(#) modélise le nombre de crapauds a I'instant ¢.

1. Pour £ =0, f(0) =400e° + 40 = 440 (crapauds)
2. Surl'intervalle [0; 120] en dérivant le produit :
/ 2 1 2 = = 1 2
f'(0)=(0,081-8)ew + (0,04¢° —8r+400) e =ew |(0,08f—8)+ = (0,04¢> - 87 +400)
= e (0,08 —8+0,000872 — 0,167 +8) = e (—0,087 +0,000872)
=0,0008 (2 —100¢) e = £(t—100)e x 8 x 1074,

3. Onsait que quel que soit ¢ € [0; 120], e >0:le signe de f'(t) est donc celui du trind6me
t(t—100) qui est positif sauf sur I'intervalle ]0 ; 100[ (entre les racines du trin6me).
f(0) =480, f(100) = (400 — 800 +400)e% +40=0+40=40et

120
f(120) =576 —960+400)e 50 +40 = 16e>* +40 ~ 216, 37.
On dresse le tableau de variations de f sur I'intervalle [0; 120] :

t 0 100 120
t(t—100) | 0 -
fl® |o -
440 216,37
f \ /
40

4. Selon cette modélisation :

a. On avu dans la question précédente que f(100) = 40 est le minimum de la fonc-
tion f, on a donc J =100.

b. On a aussi vu que de 100 jours a 120 jours le nombre de crapauds croit stricte-
ment de 40 a environ 216 : il dépassera donc 140 individus.

c. Soit J140 la durée en jour a partir de laquelle le nombre de crapauds dépassera
140 individus. La calculatrice donne :

f(115) = 130 < 140 et f(116) = 144 > 140, donc J149 = 116.
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Partie II : Effet de la Chytridiomycose sur une population de tétards

1. On complete I'arbre de probabilité suivant en utilisant les données de I'énoncé :

0,74 T

0,25

0 T

2. D’apres laloi des probabilités totales :
P(T) = PILAT)+P (LA T) = P(L)x PL(T)+ P (L) x PL(T) =0,25x0,74+0,75x0 = 0,185
3. Le tétard n’est pas contaminé. La probabilité que le lac soit infecté est :

P(LnT) 0,25x0,26 0,065

P+(L) = P(T) ~ 1-0,185 0,815

=~ 0,0797, soit 0,080 au millieme preés.

Exercice au choix du candidat 5 points
Le candidat doit traiter un seul des deux exercices A ou B.

Exercice A

Principaux domaines abordés :
Géométrie de I'espace rapporté a un repere orthonormé.

1 1 1
1. I(—;O; 1), ](0; —;1),K(1;0;—).
4 4 4

2. OnaAG(1;1;1), U(—i? Z;0), IK(%;O;—Z).

— — 1 1 — — 3 3
OrAG-IJ]=——+0+-=0etAG-IK==-+0--=0.
4 4 4 4

Less vecteurs IJ et IK ne sont manifestement pas colinéaires, donc le vecteur AG étant
orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (IJK) est normal a ce plan.

3. D’apresla question précédente on saitque: M(x; y; z) € (IJK) <= 1x+1y+1z+d =0.
1 1
OrparexempleI(Z;O; l)E(UK) = Z+1XO+1X1+d:0 — 1+44+4d=0 <
5
4d=-5 <—= d=—-.
4
5
Finalement: M(x; y; z) € (IK) < x+y+z—Z =0 < 4x+4y+4z-5=0.

Le plan (IJK) a pour équation cartésienne 4x+4y+4z—-5=0.
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4. OnaBC(0; 1; 0). Donc:

x—1=1tx0
M(x;y;z)e(BC)@W:tﬁf(avecte[m<:> y=-0=1tx1 teR
z—0 = tx0
x =1
<~ y=t telk
z=0
x =1
La droite (BC) a pour représentation paramétrique{ y = ¢ teR.
z =0
5. Les coordonnées de L(x ; y; z) vérifient I'équation de (BC) et 'équation du plan (IJK)
x =1
Ame - y=1
donc le systeme : =0

4x+4y+4z-5 =10
ce qui donne en remplacgant x, y et z par leurs valeurs en fonction de t dans la derniere
équation :

1
4x1+4t+4x0-5=0<= 4t+4-5=0<=41-1=0 t:Z.

1
Les coordonnées de L sont donc (1 ; 1 ; 0).

6. Voir 'annexe.
Lintersection du plan (IJK) avec la face (BCGF) est le segment [KL].
Lintersection du plan (IJK) et du cube a été dessinée en tirets rouge.

7. Soit M(4; 1;0).
Comme L € (IJK), il suffit de vérifier que M est aussi un point de ce plan, soit d’apres le
résultat de la question 4. :
Axm+4ym+4zm—5=4x3+4x1+4x0-5=4+1-5=0doncM(5; 1; 0) € (UK.
Conclusion : les points [, J, K, L et M sont coplanaires.

Exercice B

Principaux domaines abordés :
Fonction logarithme.

Partiel

\
On considere la fonction / définie sur 'intervalle ]0 ; +oo[ par: h(x) =1+ n)(Cx) .

. .1

1. limlnx = —oo, etlim — = +oo.
x—0 x—0
x>0 x>0

1
Par produit on déduit que lirrol nr_ —oo et donc que linol h(x) = —o0.
xX— X X—

x>0 x>0

Inx
2. Onsaitque lim — =0,donc lim h(x)=1
X—+00 X X—+00
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3. Lafonction & est dérivable comme quotient de fonctions dérivables sur ]0; +oo et sur

lyx=1xInx 1-Inx

cet intervalle : 1/(x) = < 5 3
X X

4. Comme x? > 0 pour x €]0 ; +ool le signe de h'(x) est celui du numérateur 1 —In x :

e l-lnx>0 <= 1>hx <= e>x:
la fonction & est donc strictement croissante sur 10 ; e[;

e 1-lnx<0 << l<lnx < e<x:
la fonction & est donc strictement décroissante sur |e ; +oo[;

*l-lnx=0<= 1l=lnx < e=x:
. . Ine 1
la fonction / a un maximum f(e) =1+ —=1+—.
e e

D’ou le tableau de variations de & :

X 0 e +00
h(x) + _
1+1
—00 1

5. Comme 1+ % > 1> 0, le tableau de variations montre que I'équation k(x) = 0 admet
une solution unique «a €]0; el.

0
Onaf(l):1+I=1,donco<a<1;
La calculatrice donne : f(0,5) = —0,4 et f(0,6) = 0,15, donc 0,5 < a < 0,6.

Partie II

Soit les fonctions f et g définies sur ]0; +oo[ par f(x) = xIn(x) — x et g(x) = In(x).

/

Y

4y]

/

s

w

7
’
(4
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2 G
/’ B N
D, __—%, :
1 e 7
=
L~ ’
’
’
. A
Y ‘/ ’ 4 a
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1 4T
T , ‘l(l
f)
7 \ ’
Cq N
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1. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et sur cet intervalle :
f'(x) =In(x) + x x % —1=In(x)+1-1=In(x)
Donc le coefficient directeur de la tangente a €y au point de la courbe d’abscisse a est
égala f'(a) =In(a).

2. Lafonction g est dérivable sur ]0; +oo et sur cet intervalle : g'(x) = %
Doncle coefﬁclient directeur de la tangente a € au point de la courbe d’abscisse a est
égala g'(a) = P

3. Le produit des coefficients directeurs est égal a —1, soit :

ln;a)z L9 =0

et on a vu a la fin de la partie I que cette équation n’avait qu'une solution a = « : il
existe une seule valeur de a telle que les droites T, et D, sont perpendiculaires : a = a.
Voir la figure.

-1<=1

1
In(g) x —=-1 <
a
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ANNEXE A COMPLETER ET A RENDRE AVEC LA COPIE

A COMPLETER SEULEMENT PAR LES ELEVES AYANT CHOISI DE TRAITER

Métropole
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