» BACCALAUREAT GENERAL .
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE — CORRIGE

Session 15 mars 2021 Sujet 2

Durée de I'épreuve : 4 heures

Exercice 1 Commun a tous les candidats 5 points
PARTIE1

Dans un centre de traitement du courrier, une machine est équipée d'un lecteur optique auto-
matique de reconnaissance de I'adresse postale. Ce systeme de lecture permet de reconnaitre
convenablement 97 % des adresses; le reste du courrier, que I'on qualifiera d'illisible pour la ma-
chine, est orienté vers un employé du centre chargé de lire les adresses.

Cette machine vient d’effectuer la lecture de neuf adresses. On note X la variable aléatoire qui
donne le nombre d’adresses illisibles parmi ces neuf adresses.

On admet que X suit la loi binomiale de parametres n =9 et p =0,03.
1. La probabilité qu’aucune des neuf adresses soit illisible est égale, au centiéme pres, a:

a. 0 b. 1 c. 0,24

9
On cherche P(X = 0) qui vaut (0) x 0, 03° x 0,979 ~0,76.

Réponse d.

2. La probabilité qu'exactement deux des neuf adresses soient illisibles pour la machine est :

9 7
a. (2) x 0,972 x 0,037 b. (2) x 0,972 x 0,03”

9 7
c. (2) x 0,977 x 0,032 d. (2) x 0,977 x 0,032

9
On cherche P(X = 2) qui vaut (2) x 0,03% x 0,97,

Réponse c.

3. Laprobabilité qu’au moins une des neuf adresses soit illisible pour la machine est :

a. P(X<1) b. P(X< 1) c. P(X>2)

On cherche P(X > 1) qui vaut 1 — P(X =0).
Réponse d.

PARTIE II

Une urne contient 5 boules vertes et 3 boules blanches, indiscernables au toucher.
On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de I'urne.

On consideére les évéenements suivants :

e V3 :«lapremiere boule tirée est verte »;
e Bj:«lapremieére boule tirée est blanche »;

o V5 :«laseconde boule tirée est verte »;
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e B, :«laseconde boule tirée est blanche ».

Au départ, il y a 8 boules dans I'urne.

Apreés le premier tirage, il en reste 7. Si la boule du 1 tirage est verte, il reste 4 boules vertes et 3
boules blanches; sila boule du 1°f tirage est blanche, il reste 5 boules vertes et 2 boules blanches.

On construit un arbre de probabilités résumant la situation :

é/VZ
V/7
1
— 3
§/ 7\32
8
<, V
8 5/ 2
B/7
1\g
7T T—
B

4. La probabilité de V» sachant que V; est réalisé, notée Py, (1>), est égale a :

5 4 5 20
a. — b. - c. — d —
8 7 14 56
p i 4
D’aprés l'arbre, Py, (V) = =
Réponse b.
5. La probabilité de I'évenement V, est égale a:
5 5 3 9
a. — b. — c. — d. -
8 7 28 7
D’apres la formule des probabilités totales :
P(Vo)=P(VinVa)+P(B1nVy) > 4+3 > 20+15 B3
= = — X - —_ X - = — —_ = — = -
2 b VT 8777877 56 56 56 8
Réponse a.
Exercice 2 Commun a tous les candidats 6 points

On considere les suites (u,) et (v,;) définies pour tout entier naturel » par :

Ug Vg = 1
Upy1 = Upt+Vn
Upn+l = 2Up+Un

Dans toute la suite de I'exercice, on admet que les suites (1) et (v,) sont strictement positives.

1. a uyj=up+vy=1+1=2etv;=2xup+vp=2x1+1=3.

b. Pour tout n, v,41 = 2uy, + v, donc vy — v = 2Uy,.
On a admis que la suite (1) était strictement positive donc, pour tout n, u, > 0;onen
déduit que, pour tout 1, v,+1— v, > 0 donc que la suite (v,) est strictement croissante.

La suite (v,) est strictement croissante donc, pour tout n, v, > vg donc v, > 1.
c. Soit &, la propriété: u, >n+1.
On démontre cette propriété par récurrence.
¢ Initialisation
Pourn=0,u,=uy=1etn+1=1donc u, > n+1; &, est vraie.
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o Hérédité

On suppose que £, est vraie (hypothése de récurrence) et on va démontrer que

9P, 41 est vraie.

PP, vraie équivaut a u, > n+ 1.

Up+1 = Up + Up; OF Uy > n+1et, d’apres la question 1.b, v, > 1.
Unp+1 = n+2 et donc que la propriété est vraie au rang n + 1.

¢ Conclusion

On en déduit que

La propriété &2, est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n > 0; d’apres
le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, u, > n+1.

d. Pourtoutn, u, >n+1;or lirP n+ 1= +oo, donc par comparaison, lirP Uy, = +oo.
n— n—+00

v
2. On pose, pour tout entier naturel n: r,, = —. On admet que:ri=2+

a.

Un

(_1)n+1

p

(=1)**! vaut soit —1, soit 1 selon la parité de n; donc -1 < (-1)"1 < 1.

On sait que u, >0 donc u? > 0.

- : =™t 1
On divise par u2 et on obtient : - S<——— < .
ul’l un un

Onsait que lim u, = +oodonc lim u? = +oo.
n—+oo n—+oo

1 1
Onen déduitque lim —-— = lim — =0.
n—+oo un n—+oo un
. (_ 1) n+l1 1
On sait de plus que, pour tout n: —— < ——— < —.
u u u
n n n

Donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, on peut dire que : lim
n—+oo

1
(-1"* o (=pmt R
+———et lim —Z—O,donc. lim r;, =2
un n—+oo un n—+oo

r2=2

On peut en déduire que la suite (r,,) converge vers v/2

. Pour tout entier naturel n,

Un Un

Up|2+— 2+ —
. _ Ungl 2UptUn Un) _ Up, _2+7p
n+l = = = = = .
Un+l  Un+VUn 1+ﬁ 1+& L+ry

n ", U,

. On considére le programme suivant écrit en langage Python :

def seuil() :
n=0
r=1
while abs(r-sqrt(2)) > 10**(-4) :
r=(2+1)/(1+1)
n=n+l
returnn

La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

(_ l)n+1

=0.
Uy

Elle correspond 2 la plus petite valeur de n pour laquelle la distance entre r, et v/2 est

inférieure ou égale 2 1074,

Exercice 3 Commun a tous les candidats

4 points

e —_ _—
Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé (O s 1, ], k ), on considere les points :

A de coordonnées (2;0; 0), B de coordonnées (0; 3; 0) et C de coordonnées (0; 0; 1).
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B
Lobjectif de cet exercice est de calculer l'aire du triangle ABC.
(3
1. a. Pour montrer que le vecteur n |2 | est normal au plan (ABC), il suffit de démontrer
6
que ce vecteur est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (ABC), par exemple

rﬁ et E .
rﬁ a pour coordonnées (—2; 3; 0) donc E; =-2x3+3%x2+0x6=0donc rﬁ 1 71)
E a pour coordonnées (—2; 0; 1) donc E; =-2%x3+0x2+1x6=0donc E 1 71)
Donc le vecteur 7’[ est normal au plan (ABC).

b. Le plan (ABC) est I'ensemble des points M (x ; y; z) tels que AM 1 n c’est-a -dire
AM - n 0.0r AM a pour coordonnées (x—2; y; z).
AM' n =0 = (x-2)x3+yx24+2z2x6=0 << 3x+2y+6z-6=0
Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne 3x+2y +6z—6 =0.

2. Onnote d la droite passant par O et orthogonale au plan (ABC).

a. Ladroite d est orthogonale au plan (ABC) donc elle a pour vecteur directeur le vecteur
n normal a (ABC).
De plus elle passe par le point O de coordonnées (0; 0; 0).

x = 3k
La droite d a donc pour représentation paramétrique < y = 2k, keR
z = 6k
b. La droite d coupe le plan (ABC) au point H.
xg = 3k
. . - N yu = 2k
Les coordonnées du point H vérifient le systéme 2 = 6k

3xg+2yn+62z1—6 0
Donc3x3k+2x2k+6x6k—6=0cequiéquivaut a9k +4k+36k =6 ou49k = 6 donc
k=2
49

x=3kdonc x=1 49,y 2k doncy =

Le point H a donc pour coordonnées (¢

et z=6k donc z= 38

49’ 49°

18 . 12 . 36)
19 19 19

2 2 2 2
c. OH? = (x = X0)% + (Y1 — Y0)? + (21 — 2002 = (1) + (§2)” + (33)° = 1512, 36° - 176

492 492
1764 42 7x6 6
DoncOH=4{/—=—=——=—.
492 49 7x7 7

1
3. Onrappelle que le volume d'une pyramide est donné par: V = —~9h, ot 9 est I'aire d'une

base et & est la hauteur de la pyramide correspondant a cette base.

* En prenant le triangle OAB pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OC, et le
1
volume 7 est égal a 3% 2B x OC ou A est 'aire du triangle OAB.

1 1
%zEXOAxOB=5x2x3=SetOC=l.

1
Donc7/=§><3><1=1(u.a.).
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* En prenant le triangle ABC pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OH, et le
1
volume 7 est égal a 3% %' x OH ou %' est I'aire du triangle ABC.
49 7x7 7

6 1 6
OH=-et¥=1doncl=~-x% x—-etdonc B =— = =—=35.
7 3 7 14 7x2 2

7
Laire du triangle ABC vaut P =3,5 (u.a.).
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tions f et g définies sur R par :

fx)=x*e™ et gx)=e "

X

N

EXERCICE au choix du candidat 5 points
Exercice A
| Principaux domaines abordés : Fonction exponentielle; dérivation. |
ol
I
\ L
C, |
& Cr |
|
I ral
Le graphique ci-contre repré- : °
sente, dans un repeére orthogonal, |
les courbes 67 et 6g des fonc- |
! A
I
|
I
|
I

T~

-

1. a. Les abscisses des points d’intersection de € et €, sont les solutions de I'équation

f(x) = g(x). On résout cette équation :
fx)=gx) < x*e*=e ¥ < (¥*-1)e *=0
Pour tout réel x, e ™* > 0donc e ¥ #0.

fx)=gx) < x*-1=0< x=-loux=1.

Pourx=-1,g(x)=e,etpourx=1,g(x)=e"".

1

Les coordonnées des points d’intersection de <€f et g sontdonc (-1; e)et(1; e ).

b. Pour étudier la position relative des courbes €y et €y, on étudie le signe de f(x)—g(x),

C'est-a -dire de (x2 —1)e

—X

X —00 -1 1 +00
-1 + 0 ~ ) +
e™* + + +
(x>-1)e™* + 0 - 0 +

Donc sur les intervalles | —oo; —1[et]1; +oo[, la courbe <€f est au dessus de la courbe

6y, et sur l'intervalle ] — 1 ; 1], la courbe 6 est en dessous de la courbe €,

2. Pour tout nombre réel x de I'intervalle [-1 ; 1], on considere les points M de coordonnées
(x; f(x)) et N de coordonnées (x; g(x)), et on note d(x) la distance MN.

X

On admetque: d(x) =e™* —

x’e %,

On admet que la fonction d est dérivable sur [-1; 1] et on note d’ sa fonction dérivée.
a dx)=(-De*—(2xx e +x’x(-De¥)=e ¥ (-1-2x+x*)=e " (x*-2x-1)

b. X*-2x-1=x*-2x+1-2=(x-1?-2=(x-1-v2)(x-1+v2)

x -0 -1 1-v2 1 1+v2 +00
x-1-v2 - ! +
x—1+v2 + + +

e * + + +
e ¥ (x*-2x-1) 0 - - 0 +
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¢ Sur l'intervalle [—1 c1-v2 [, d'(x) > 0 donc d est strictement croissante.

¢ Sur l'intervalle ]1 —V2; 1], d’'(x) < 0 donc d est strictement décroissante.

c. D’apres la question précédente, la distance d(x) est maximale pour xo = 1 —v/2.
Elle vautd (1-v2) = (1-(1+2-2v2)) e 1*V2 = (2v/2-2) e "1*V2 x 1,254, s0it 1,3 au
dixiéme pres..
3. Soit A la droite d’équation y = x + 2.
On considere la fonction h dérivable sur R et définie par: h(x) = e ™ —x—2.
Pour déterminer le nombre de solutions de 'équation h(x) = 0, on étudie la fonction .
I (x) = —e~*—1donc h'(x) < 0; la fonction & est donc strictement décroissante sur R.

e h(-1)=el+1-2=¢e—1>0; comme h est strictement décroissante, h(x) > 0 pour
x < —1, donc h ne s’annule pas sur l'intervalle | —oco; —1][.

e h(0) = e%—2=—-1<0; comme h est strictement décroissante, h(x) < 0 pour x > 0,
donc & ne s’annule pas sur l'intervalle ]0 ; +ool.

¢ Sur l'intervalle [—1 ; 0], la fonction & est continue et strictement décroissante, et on
sait que h(—1) > 0 et h(0) < 0; donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires, I'équation k(x) = 0 admet une solution unique.

La droite A et la courbe 6 ont donc un unique point d’intersection dont 'abscisse est
comprise entre —1 et 0.

Exercice B

| Principaux domaines abordés : Fonction logarithme; dérivation.

Partie I : étude d’'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par : g(x) =In(x) +2x—-2.

1. On détermine les limites de g en +oo et 0.

lir+n In(x) = +oo

X—+00 - —

lim 2x-2=+oc0 = xl—l»rlloog(x) =+oo
X—+00

lin&ln(x) =—00

x>0 = limg(x) = —o0
lin(1)2x—2 =-2 =

x—»

1
2. Lafonction g est dérivable sur ]0 ; +ool, et g’'(x) = — + 2 > 0; donc la fonction g est stricte-
X
ment croissante sur |0 ; +ool.

3. On établit le tableau des variations de la fonction g :

X 0 a +00

g(x) 0 —
/

—00

+00

D’apres ce tableau de variations, on peut dire que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution a sur |0 ; +ool.

4. g(1)=0donca=1.
On en déduit que g(x) <0sur]0; 1[, et que g(x) >0sur]l; +ool.

Partie Il : étude d’'une fonction f

1
On considére la fonction f, définie sur ]0; +oo[par: f(x) = (2 - ;) (In(x) —1].
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1. a. Onadmet que la fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et on note f’ sa dérivée.

Pour tout xde ]0; +oo[,ona:

flx) =

1 1\/(1
—2) (In(x)-1) + (2— —) (—)
X x)\x

B In(x)-1+2x-1 B In(x) +2x-2 8

x2

x?2 x2

b. Sur]0; +oo[, x2 >0 donc f'(x) est du signe de g(x) qui s’annule pour x = 1.

fay= (2— %) (In)-D=-1

On dresse le tableau de variations de f :

X

0

1

+00

gx)

flx)

0
0

fx)

~

2. f(x)=0 < (2—%)(ln(x)—l)=0@2—§=Oouln(x)—1=0

1 1
4:»2:—0u1n(x)=1(:>x=50ux=e
X

1
Léquation f(x) =0 admet donc deux solutions sur ]0; +oo[: x = 3 etx=e.

On complete le tableau de variations de f en intégrant les solutions de 'équation f(x) =0:

RN

fx

On en déduit le tableau de signes de la fonction f sur ]0; +ool :

X 0

(¢

+00

fx) +

e ~oi—

Partie Il : étude d’'une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

On admet qu'il existe une fonction F dérivable sur ]0 ; +oo[ dont la dérivée F’ est la fonction f.
Ainsi, on a : F' = f. On note 6 la courbe représentative de la fonction F dans un repére ortho-

normé (O; 7, 7)

1. Par définition F’ = f, donc le signe de F'(x) est celui de f(x). On en déduit les variations de

la fonction F sur |0 ; +ool :

X 0

+00

F(x)=f(x)

+

S =

+

F F croissante

F décroissante

F croissante

2. Le coefficient directeur de la tangente en x = a a la courbe 6 représentative de F est F'(a)
soit f(a). Pour que 6 admette des tangentes paralleles a I'axe des abscisses, il faut trouver

des valeurs de x pour lesquelles F’(x) = 0 c’est-a -dire f(x) =0.

D’apres les questions précédentes, on peut dire € admet deux tangentes paralléles a I'axe
des abscisses, en x = % etenx=e.
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