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EXERCICE 1 — PROBABILITES 7 points
PARTIE A

Le systéeme d’alarme d’'une entreprise fonctionne de telle sorte que, si un danger se présente,
I'alarme s’active avec une probabilité de 0,97. La probabilité qu'un danger se présente est de
0,01 et la probabilité que 'alarme s’active est de 0,014 65.

On note Al'événement «l’alarme s’active » et D I'événement « un danger se présente ».
On note M I'événement contraire d'un événement M et P(M) la probabilité de I'événement
M.

1. Onreprésenter les éléments de la situation que I'on connait par un arbre pondéré.

\0,99

T

2. a. Laprobabilité quun danger se présente et que I'alarme s’active est :
P(DnA)=0,01x0,97 =0,0097.

b. On en déduit que la probabilité qu'un danger se présente sachant que I'alarme
P(DnA) 10,0097 ~0.662

P(A)  0,01465
3. La probabilité que I'alarme s’active sachant qu’aucun danger ne s’est présenté est :

P(AnD)
?(D)
On sait que P(A) =0,01465.
D’apres la formule des probabilités totales : P(A) = P(DN A) + P (5 N A).

s’active est: P4 (D) =

P5(A) =

On déduit : P(A)— P(DN A) = P (Bm A), donc P (Bm A) = 0,01465—0,0097 = 0,00495.
p (AHB) _0,00495
P(B) ~ 0,99

On peut compléter I'arbre :

Donc P5(A) = =0,005.
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4. On considere qu'une alarme ne fonctionne pas normalement lorsqu'un danger se pré-
sente et qu’elle ne s’active pas ou bien lorsqu’aucun danger ne se présente et qu’elle
s’active.

Cette situation est représentée par les événements DN A et DN A.
La probabilité que I'alarme ne fonctionne pas normalement est donc :
P(Dn7A)+ P (D 4) =0,01x0,03+0,99x 0,005 = 0,00525 < 0,01.

PARTIE B

Une usine fabrique en grande quantité des systemes d’alarme. On préleve successivement
et au hasard 5 systémes d’alarme dans la production de 'usine. Ce prélevement est assimilé
a un tirage avec remise. On note S I'évenement « 'alarme ne fonctionne pas normalement »
et on admet que P(S) = 0,00525.

On considére X la variable aléatoire qui donne le nombre de systemes d’alarme ne fonction-

nant pas normalement parmi les 5 systemes d’alarme prélevés.

1. On a une répétition de 5 épreuves assimilées a un tirage avec remise donc la variable
aléatoire X qui donne le nombre de systémes d’alarme ne fonctionnant pas norma-
lement parmi les 5 systemes d’alarme prélevés suit une loi binomiale de parameétres
n=>5et p=0,00525.

2. La probabilité que, dans le lot prélevé, un seul systeme d’alarme ne fonctionne pas

5
normalement est: P(X = 1) = (1) x 0,00525" x (1-0,00525)°>"! ~0,0257.

3. La probabilité que, dans le lot prélevé, au moins un systéme d’alarme ne fonctionne
pas normalement est :

5
P(X>1)=1-P(X=0)=1- (0) x 0,00525° x (1 —0,00525)° = 0,0260.

PARTIE C

Soit n un entier naturel non nul. On préléve successivement et au hasard n systémes d’alarme.
Ce préléevement est assimilé a un tirage avec remise.

On cherche le plus petit entier 7 tel que la probabilité d’avoir, dans le lot prélevé, au moins
un systéme d’alarme qui ne fonctionne pas normalement soit supérieure a 0, 07.
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Comme dans la partie B, la variable aléatoire Y qui donne le nombre de systémes d’alarme
défectueux suit une loi binomiale de parametres n et p = 0,00525.

On cherche n tel que P(Y > 1) > 0,07.
P(Y>1>0,07 << 1-P(Y=0)>0,07 < 0,93>P(Y =0)

n
P(Y=0)<0,93 < (O) x 0,00525° x (1 —0,00525)" < 0,93 < 0,99475" < 0,93

<~ In (0,99475") <1n(0,93) < nln(0,99475) <1n(0,93)
In(0,93)

In (0,994 75)
In(0,93)

I‘ e —
In (0,994 75)
babilité d’avoir, dans le lot prélevé, au moins un systeme d’alarme qui ne fonctionne pas

normalement soit supérieure a 0,07.

=~ 13,8, donc il faut prélever au moins 14 systemes d’alarme pour que la pro-

Vérification a la calculatrice
e Pour n =13, on trouve P(Y > 1) = 0,0661 < 0,07.
e Pour n =14, on trouve P(Y > 1) =0,0710 > 0,07.

EXERCICE 2 — SUITES 7 points

1
Soit (1) la suite définie par 1y = 4 et, pour tout entier naturel n, u,4; = = u,z,

1, 16 1, (18)° 256
1- a. u1=—u0=—etu2:—u1: =
5 5 5 5 125

b. On complete la fonction ci-dessous qui renvoie la valeur du terme de rang p de
la suite (u,,).

def suite_u(p)
u=4
for i in range(l,p + 1)
u = u*u/5
return u

2. a. Soit 7, la propriété 0 < u, < 4.
e Initialisation
ug =4 et 0 <4 <4 donc &, est vraie.
* Hérédité
On suppose &2, vraie, c’est-a-dire 0 < u, < 4 (hypothése de récurrence).

1 16
0<un<4donc0<u%<16donc0<gufl<—

16 1
Or 5 3,2<4donc0< gufl <4, cest-a-dire 0 < 141 < A4.

Donc &, est vraie.
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¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire. Donc, d’apres le prin-
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel.

On a donc démontré que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < 4.

1 9 Uy
un+1_un:gun_un:un(?_l):un

&

u, <4donc u,; —5<0;oru,>0donc u, (u,—5) <0etdonc u,,1—u, <0
On en conclut que la suite (u,) est décroissante.
c. Pour tout n, 0 < u, donc la suite (u,) est minorée par 0.
La suite (u;) est décroissante et minorée donc, d’apres le théoreme de la conver-
gence monotone, la suite (u,) est convergente.

3. a °* lim uyy = lim u,=¢;
n—+oo n—+oo

1 1
o lim —u?=-¢?%
n—+oo 5 5

1
o Pour tout n,0na: Ups; = gufl

1
On peut en conclure que ¢ = giz.

1
b. ¢ estsolution de I'équation x = gxz ; on résout cette équation.

1 1
ngxz — x(l—gx)=0<:> x=0oux=5

Or, pour tout 1, on a: 0 < u, < 4 donc ¢ vérifie 0 < ¢ < 4. La solution ¢ =5 n'est
donc pas valable donc ¢ = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) et w;, = v, —In(5).
a. Upe1=In(uy) =In (%ui) = ln(é) +1In(u2) = —In(5)+21n (up) = 2In (u,) —In (5)
=2v,—In(5)
b. w, =v,—In(5) donc v, = w,, +1n(5)
Wni1 = Uns1 —In() =20, —In(5) —In(5) = 2 (wy, +1n(5)) — 21n(5)
=2w, +2In(5) -2In() =2w,
Donc la suite (w,) est géométrique de raison 2.

c. vp=1In(up) =In4) donc wy = vy —In(5) =In(4) - In(5) = ln(g)

4
La suite (wy) est géométrique de raison g = 2 et de premier terme wy = ln(g)

. 4
donc, pour tout entier naturel n,on a: w, = wy x g" = ln(g) x 2™,
4
Pour tout n, v, = w, +1In(5) donc v,, =In (g) x 2" +1In(5).
o 4 4
5. lim 2" =+o00; - <1ldoncln|{-]<0.
n—+oo 5 5

4
On en déduit que lim In (—) x 2" = —0o, etdonc que lim v, =—oo.
n—+oo 5 n—+oo
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v, =In(u,;) donc u,, = e’

Or lim e*=0,et lim v, =-o0o0,donc lim e’ =0.
X——00 n—+oo n—+oo

On a donc redémontré que lir}_’l un, =0.
n—+oo

EXERCICE 3 — FONCTIONS, FONCTION LOGARITHME 7 points

Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo| par g(x) = 1+ x*[1 - 2In(x)].
La fonction g est dérivable sur l'intervalle ]0 ; +ool et on note g’ sa fonction dérivée.
On appelle € la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé du plan.
PARTIE A
1. gle)=1+e?(1-2In(e)) =1+e*>(1-2)=1-¢?
e>2donce? >4 donc1-e? <0, etdonc g(e) <0.
2. lim In(x) = +ocodonc lim 1-2In(x) = —codonc lim x*(1-2In(x)) = —oo.
X—+00 X—+00 X—+00
On en déduit que lim g(x) = —oo.
X—+00
3. a. Pourxe]0;+oo[,ona:
g'(x) =2x(1-2In(x)) + x?

2
—;) =2x—4xIn(x) - 2x = —4xIn(x).

b. Pour étudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +ool, on
détermine le signe de g’ (x) sur cet intervalle.

X 0 1 +00

In(x) - +

g'(x) = —4xIn(x) + -

Donc la fonction g
¢ est strictement croissante sur ]10;1[;
* est strictement décroissante sur |1 ;+ool;
 admet en x = 1 un maximum égal 2 g(1) =1+ 1% (1 -In(1)) = 2.
c. On trace le tableau des variations de la fonction g sur [1 ; +oo].

X 0 1 +00

g'(x + -

- / \

D’apres ce tableau de variations, on peut dire que I'équation g(x) = 0 admet une
solution unique sur I'intervalle ]1 ; +o0o[. On appelle a cette solution.

—00
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g1)=2>0
g(2)=—0,55<0

g(1,8) = 0,43>0
g(1.9) = -0,024<0

g(1,89) = 0,024>0
g(1.90) = -0,024<0

4. On en déduit le signe de la fonction g sur I'intervalle [1 ; +ool.

}doncae (1;2]
}doncaE (1,8;1,9]

} donc a € [1,89;1,90]

g(x) + -

PARTIE B

1. On admet que, pour tout x appartenant a l'intervalle [1; a], g”(x) = —4[In(x) + 1].
Sur [1; a], In(x) > 0 donc In(x) +1 >0 donc —4 (In(x) + 1) <O0.
On en déduit que g”(x) > 0 et donc que la fonction g est concave sur [1; a].

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les A
points de la courbe 6 d’abscisses respec- A

tives 1 et . €
1
\s
0

Y

a
0 1 2
a. Ladroite (AB) a pour équation réduite :
Yoya_ys=ya _ y=2_0-2 _ 20D
X—XA XB—Xa x—-1 a-1 a—1
-2 2 20—-2 -2 2a
a-1 a-1 a-1 a-1 a-1

b. Sur l'intervalle [1; ], la fonction est concave, donc sa courbe représentative est

située au dessus de toute sécante, donc au dessus du segment [AB].

-2 2a
On en déduitquesur [1; a],ona: g(x) > —1x+ Py
a— a—
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EXERCICE 4 — GEOMETRIE DANS L’ESPACE 7 points

Dans la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle tel que
AB =5,AD =3 et AE = 2.

L'espace est muni d'un repére orthonormé d’origine A dans lequel les points B, D et E ont
respectivement pour coordonnées (5; 0; 0), (0; 3; 0) et (0; 0; 2).

l— 11— 1—
Le repere est donc : A;gAB, gAD, EAE .

1.

H M G

e
....
....

A B

a. AH = AD + AE doncle point H a pour coordonnées (0;3;2).

AG = AB + AD + AE doncle point G a pour coordonnées (5;3;2).

b. Ladroite (GH) a pour vecteur directeur HG de coordonnées (5;0;0).

De plus, elle passe par le point G donc elle a pour représentation paramétrique :
X = 5+5¢
y=3 avec t € R.
z =2

2. Soit M un point du segment [GH] tel que HM = kHG avec k un nombre réel de l'in-

tervalle [0; 1].

xm—0 = 5k XM = 5k
a. HM=kHG < < yMm—-3 =0 << yMm =3
ZM—2 =0 M = 2

Donc les coordonnées de M sont (5k ; 3; 2).

. Les coordonnées de KI\_/f sont celles de M donc: (5k; 3; 2).

Les coordonnées de C sont (5;3;0), donc celles de C_l\/f sont (bk—5;3-3;2-0)
soit (5k—-5;0;2).
AM - CM =5k x (5k—5)+3x0+2x2 =25k*—-25k +4

. Le triangle AMC est rectangle en M si et seulement si AM L CM, c’est-a-dire

AM - CM ou encore 25k2 — 25k +4 = 0.

On résout cette équation. A = (—25)% —4 x 25 x 4 = 225 = 15?
25+15 40 4 K 25-15 10 1

2x25 50 5 2x25 50 5
1 4
Donc pour k = s ouk= 5 le triangle AMC est rectangle en M.

L’équation admet deux solutions k' =
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Dans toute la suite de 'exercice, on considere que le point M a pour coordonnées (1; 3; 2).

On admet que le triangle AMC est rectangle en M.

3. On considere le point K de coordonnées (1; 3; 0).

a. Le plan (ACD) a pour vecteurs directeurs AB et AD , donc il a pour équation car-
tésienne z = 0.

b. zx =0 donc le point K appartient au plan (ACD).
MK a pour coordonnées (0;0;-2), donc
+ MK AB =0 donc MK L AB;
e MK:AC =0donc MK L AC.
On en déduit que MK est orthogonal au plan (ACD), et donc que K est le projeté
orthogonal du point M sur le plan (ACD).

1
c. Le volume du tétraedre MACD est : 3 x Aire de ACD x MK.

MK a pour coordonnées (0;0;—2), donc MK = 2.
ADxDC 3x5 15

2 2 2

1 15
Le volume du tétraedre MACD est donc, en unités de volume : 3 X 5 x2=D5.

Le triangle ACD est rectangle en D donc a pour aire

4. Onnote P le projeté orthogonal du point D sur le plan (AMC).

Si on considere D comme sommet du tétraédre MACD, la base est le triangle AMC, et
la hauteur est DP.

) ) AM x MC
Le triangle AMC est rectangle en M donc son aire est: ————.

AM=vV(1-02+(3-02+2-02=14
CM=V(1-5)2+(3B-3)2+(2-0)2=v20

V14 xv20
L'aire de AMC vaut : — = V70.
1 DPv70
Le tétraedre MACD a donc pour volume : 3 x V70 x DP soit : .
DPv70 15
On sait que ce volume vaut 5, donc : =5donc:DP=—=1,8.
3 V70
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